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Resumo Neste trabalho são desenvolvidos e testados, por via de simulação em
MatLab, um conjunto de modelos e algoritmos matemáticos, para o estudo
cinemático de um braço robótico. O objetivo é então o estudo da cinemática
do membro superior de um humanoide. Para isso, é realizada uma revisão
do estado de arte dos humanoides, e uma pesquisa sobre a anatomia e bio-
mecânica do membro superior do Homem. De seguida, é desenvolvido um
modelo matemático de um manipulador paralelo para simular o movimento
do ombro, e são estudadas as suas singularidades. São desenvolvidos os mo-
delos de dois manipuladores série, que representam o braço do humanoide,
com 4 e 7 graus de liberdade, seguindo a metodologia de Denvit-Hartenberg,
e é apresentado um conjunto de algoritmos para lidar com as suas redun-
dâncias. Por fim, é concluído que as vantagens do aumento do número de
graus de liberdade num braço são a possibilidade de evitar as singularidades,
o aumento da manipulabilidade e o aumento do volume de trabalho. Como
desvantagens tem-se o aumento da complexidade mecânica e do tratamento
matemático.

Keywords Kinematics; robotic arm; parallel manipulator; serial manipulator; redundant
manipulator; singularities; Jacobian; manipulability.
Abstract This work presents a study on a kinematic model representing a robotic arm.
Models and mathematic algorithms are proposed, implemented and assessed.
The main goal of the study is the detailed analysis of the upper limb kine-
matics of a humanoid. To attain this objective a state of art analysis on
humanoids is presented and a careful research analysis on the human ana-
tomy and biomechanics of the upper limb is made. A mathematical model
for a parallel manipulator able to mimic the complex joint of the shoulder is
then proposed and its singularities are analyzed. In addition and following
the Denvit-Hartenbertg methodology, two serial manipulators representing
the entire upper limb, with 4 and 7 degrees of freedom, are presented and
analyzed about their redundancy. In conclusion, the results show that the
added degrees of freedom provide a means to avoid the singularity issues,
increase the manipulability and enlarge the working range. Nevertheless,
the mechanical complexity and related difficult mathematic model can be
pointed as the most evident limitations.

“Thinking is the hardest work there is, which is probably
the reason why so few engage in it.”
Henry Ford
(30 de Julho de 1863 – 7 de Abril de 1947)
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RN Espaço dos vetores reais com dimensão N, veja equação (5.17), página 61
θi Ângulo da junta de revolução i, veja equação (5.8), página 58
det() Determinante, veja equação (5.14), página 60
−→
Fi Vetor força exercido pelo cilindro i, veja equação (4.34), página 44
Fi Valor da força exercida pelo cilindro i, veja equação (4.34), página 44
I Matriz identidade, veja equação (5.23), página 62
J Jacobiano do manipulador, veja equação (5.16), página 61
Jf Jacobiano da função f , veja equação (4.11), página 39
JI Jacobiano inverso do modelo paralelo para o ombro, veja equação (4.24), página 42
J† Pseudo-inversa, veja equação (5.19), página 62
JT Jacobiano transposto, veja equação (5.21), página 62
Pbi Ponto de inserção do cilindro i na base, em coordenadas globais, veja equa-
ção (4.2), página 37
Pei Ponto de inserção do cilindro i na extremidade, em coordenadas globais, veja
equação (4.5), página 37
pi Ponto de inserção do cilindro i na extremidade, em coordenadas locais, veja equa-
ção (4.3), página 37
q˙ Vetor das velocidades de junta, veja equação (5.16), página 61
q˙ℵ Vetor de velocidades de junta pertencente ao espaço nulo, veja equação (5.18),
página 62
Rot(x, α) Matriz de rotação de um ângulo α em torno de x, veja equação (4.4), página 37
T Matriz de transformação em coordenadas homogéneas, veja equação (4.4), pá-
gina 37
ix
Tα Derivada da matriz de transformação relativamente a α, veja equação (4.20),
página 41
Tβ Derivada da matriz de transformação relativamente a β, veja equação (4.21),
página 41
Tθ Derivada da matriz de transformação relativamente a θ, veja equação (4.22), pá-
gina 41
Tr() Traço de uma matriz, veja equação (5.30), página 64
Trans(z, L) Matriz de translação de z na direção do eixo z, veja equação (4.4), página 37
w Medida de manipulabilidade, veja equação (5.14), página 60
Wc Matriz de ganhos para a tarefa secundária, veja equação (5.56), página 71
wd Manipulabilidade direcional, veja equação (5.48), página 69
We Matriz de ganhos para a tarefa principal, veja equação (5.56), página 71
Jc Jacobiano das tarefas adicionais, veja equação (5.58), página 71
Wv Matriz de ganhos para evitar singularidades, veja equação (5.56), página 71
x˙ Vetor das velocidades das variáveis do espaço operacional, veja equação (5.16),
página 61





É feito um breve enquadramento e contextualização do surgimento da ideia para o
presente trabalho. São explicitados os objetivos a ser concretizados e, por fim, são
fornecidas algumas orientações para a leitura do presente documento, sendo
fornecido um breve resumo de cada capítulo.
1.1 Enquadramento
No Laboratório de Automação e Robótica (LAR) do Departamento de Engenharia Me-
cânica (DEM) da Universidade de Aveiro (UA) tem vindo a ser desenvolvida, ao longo
dos últimos anos, uma plataforma humanoide. Com um especial desenvolvimento desde
2011, atualmente já se encontra desenvolvido, tanto ao nível do projeto mecânico como
da eletrónica, um pequeno humanoide com cerca de 667 milímetros de altura, um peso
de aproximadamente 5.6 quilogramas, e com um total de 25 graus de liberdade [24].
Esta plataforma tem vindo a ser desenvolvida no âmbito das dissertações de mestrado
de alunos do Departamento de Engenharia Mecânica (DEM) juntamente com alunos do
Departamento de Electrónica, Telecomunicações e Informática (DETI), com o apoio de
Docentes/Investigadores, também de ambos os departamentos.
Este projeto envolve conhecimentos técnico-científicos de inúmeras áreas do conheci-
mento relacionadas com a engenharia, tais como robótica, controlo e automação, visão e
perceção, eletrónica, programação, projeto mecânico, dimensionamento estrutural e bio-
mecânica. Deste modo, este projeto constitui um meio privilegiado tanto para os alunos
de Engenharia Mecânica, como para os alunos de Engenharia Electrónica e Telecomu-
nicações, aplicarem os conhecimentos adquiridos ao longo dos seus cursos e, inclusive,
expandi-los para áreas de conhecimento mais avançadas.
Por outro lado, este projeto não constitui somente uma plataforma para a formação de
jovens estudantes, mas representa um estudo de grande relevância científica e tecnológica,
uma vez que o estudo da robótica por via da construção de humanoides é, nos tempos
que correm, uma área da ciência com grande destaque na investigação cientifica mundial,
facto este comprovado pelos inúmeros centros de investigação que têm vindo a apostar
no desenvolvimento de humanoides e pela gigante evolução neste campo ao longo das
últimas duas décadas.
É ainda importante referir que, à semelhança com o que acontece em grande parte dos
projetos de investigação atuais e mesmo da ciência em geral, a evolução deste projeto
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é uma evolução incremental, isto é, trata-se de um projeto inacabado, em que cada
aluno ou investigador vai acrescentando valor ou inovação à plataforma atual, ou seja, o
contributo de cada aluno ou investigador é uma adição incremental de conhecimento a
um projeto que desta forma vai evoluindo ao longo do tempo.
Neste contexto, uma vez que o atual protótipo conta com 4 graus de liberdade em
cada braço, sendo que 3 destes se encontram associados ao ombro e o outro associado
ao cotovelo, foi-me proposto um estudo cinemático sobre a introdução de mais graus
de liberdade no ombro, uma vez que o humano tem mais graus de liberdade no seu
ombro que os 3 que habitualmente costumam aparecer contemplados na larga maioria
dos protótipos de humanoides atuais, e devido ao facto de utilizarmos esses graus de
liberdade “adicionais” em muitas das nossas atividades diárias.
Pretende-se assim, que esta dissertação represente um valioso incremento de conhe-
cimento no estudo da cinemática dos braços do humanoide, contribuindo assim para a
evolução do projeto humanoide da Universidade de Aveiro.
1.2 Motivação e Objetivos
Nos últimos anos tem-se assistido a um interesse crescente pelos sistemas robóticos de ins-
piração biológica. Os esforços de investigação apontam para uma nova geração de braços
manipuladores com comportamentos e desempenhos mais próximos do braço humano.
Nesta linha de ideias, a principal motivação deste trabalho foi a de abordar um
conjunto de problemas relacionados com a análise e o projecto de braços antropomórficos
de uma perspectiva puramente cinemática. Entre os objectivos inicialmente traçados para
este trabalho de dissertação destacam-se os seguintes:
• O estudo da anatomia e biomecânica do braço humano e a revisão dos vários mo-
delos propostos na literatura, em particular para o complexo articular do ombro;
• A escolha de um modelo simplificado para o complexo do ombro e a otimização
geométrica desta estrutura tendo em conta aspectos como as singularidades e/ou
manipulabilidade;
• A derivação do modelo cinemático de um braço manipulador antropomórfico com 4
graus de liberdade (gdl) em que as três primeiras juntas representam o movimento
do ombro (junta gleno-umeral), enquanto a quarta junta representa o cotovelo. Este
modelo comum servirá de base a um outro que incluirá a solução adotada para o
complexo do ombro;
• O desenvolvimento de algoritmos capazes de explorarem a redundância cinemática
do braço de forma a evitar, por exemplo, os limites físicos das juntas, obstáculos
e/ou a proximidade a configurações singulares;
• A implementação de diversos índices de desempenho baseados em métricas comuns
na robótica para efetuar uma avaliação comparativa de desempenho em ambiente
de simulação.
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1.3 Guia de Leitura
De seguida apresenta-se um pequeno resumo por capítulo, resumo este que também pode
ser encontrado no início dos respetivos capítulos logo a seguir aos títulos.
Capítulo 1 - É feito um breve enquadramento e contextualização do surgimento da
ideia para o presente trabalho. São explicitados os objetivos a ser concretizados e,
por fim, são fornecidas algumas orientações para a leitura do presente documento,
sendo fornecido um breve resumo de cada capítulo.
Capítulo 2 - Aborda-se o surgimento do termo robótica, e a sua relação com a literatura
de ficção-científica. Apresenta-se uma contextualização histórica do surgimento dos
humanoides, expondo-se alguns dos protótipos mais conhecidos, desde os modelos
com alguns séculos de história aos desenvolvidos nas últimas duas décadas. De
seguida, é feita referência a alguns dos projetos que atualmente se encontram em
desenvolvimento, falando-se nomeadamente nos sistemas de atuação. Faz-se uma
introdução ao estudo do ombro. Por fim, menciona-se, de forma genérica, alguns
desafios futuros no desenvolvimento de humanoides.
Capítulo 3 - Apresenta-se a terminologia específica usada na referenciação anatómica
e movimentos articulares. Descreve-se a anatomia do membro superior excluindo
a região punho/mão, apresentando-se os ossos, principais músculos e ligamentos.
Refere-se as amplitudes e os músculos envolvidos nalguns movimentos articulares.
Por fim, aborda-se alguns dos assuntos no âmbito da biomecânica do membro
superior, com recente relevância científica.
Capítulo 4 - Propõe-se um modelo de um manipulador paralelo para o ombro do hu-
manoide. Estabelecem-se as relações cinemáticas direta e inversa, e calcula-se o
Jacobiano-Inverso para o modelo proposto. Faz-se uma análise estática de forças
ao modelo. De seguida, faz-se um estudo sobre as singularidades do manipulador,
com base nas quais se propõe uma geometria para o mesmo.
Capítulo 5 - Deduz-se a cinemática direta e o Jacobiano para dois manipuladores sé-
rie com 4 e 7 graus de liberdade, utilizando para isso a convenção de Denavit-
Hartenberg. Definem-se os conceitos de manipulabilidade e espaço nulo para mani-
puladores redundantes. Apresentam-se um método exato e aproximado de resolu-
ção de redundâncias, para os quais se deduzem alguns algoritmos para a realização
de tarefas adicionais.
Capítulo 6 - Definem-se as dimensões dos elos e limites de junta dos modelos em estudo,
as trajetórias a serem executadas, e os critérios cinemáticos utilizados na avaliação
dos modelos e algoritmos. Comparam-se os métodos exato e aproximado. Realiza-
se uma comparação dos modelos com 4 e 7 graus de liberdade. Comparam-se os
algoritmos de maximização deduzidos para o método exato. Por fim, realiza-se um
pequeno estudo ao espaço de trabalhos de ambos os modelos.
Capítulo 7 - Realiza-se uma análise global e sumária aos resultados obtidos. Tecem-
se algumas considerações gerais acerca do trabalho e, por fim, apresenta-se um
conjunto de possíveis caminhos a serem seguidos no futuro.
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Aborda-se o surgimento do termo robótica, e a sua relação com a literatura de
ficção-científica. Apresenta-se uma contextualização histórica do surgimento dos
humanoides, expondo-se alguns dos protótipos mais conhecidos, desde os modelos
com alguns séculos de história aos desenvolvidos nas últimas duas décadas. De
seguida, é feita referência a alguns dos projetos que atualmente se encontram em
desenvolvimento, falando-se nomeadamente nos sistemas de atuação. Faz-se uma
introdução ao estudo do ombro. Por fim, menciona-se, de forma genérica, alguns
desafios futuros no desenvolvimento de humanoides.
2.1 Introdução
Como se pode ler no poema Pedra Filosofal de António Gedeão, “o sonho comanda a vida.
Que sempre que um homem sonha o mundo pula e avança” [23]. Na verdade, muito do que
se tem feito em ciência, incluindo toda a evolução da robótica e, nomeadamente, o estudo
dos humanoides, surgiu primeiramente na imaginação das pessoas e só posteriormente
passou para os laboratórios.
De facto, o próprio termo robô foi inventado por um escritor checo. Karel Čapek
introduziu pela primeira vez este termo em 1924, na sua obra “Rossum’s Universal Ro-
bots”. Nesta obra, em que os robôs eram interpretados por atores humanos, eram versados
temas como a escravatura e a servidão [17].
Já mais tarde, em 1941, o termo robótica foi definido como disciplina científica, pelo
escritor de ficção-científica Isaac Asimov, tendo posteriormente escrito as “três leis da
Robótica”, hoje em dia muito conhecidas, especialmente após a realização do filme “I
Robot” (Figura 2.1), baseado nas obras de Asimov [17].
A influência da ficção cientifica é tal, que se especula que o nome atribuído ao conhe-
cidíssimo robô humanoide da Honda “ASIMO”, para além de significar “Advanced Step in
Innovative Mobility”, seja também uma homenagem indireta às obras de Isaac Asimov.
A necessidade histórica do Homem em recorrer à escravatura para assim obter um
nível de vida superior, fez com que ao longo das últimas décadas tenha vindo a sonhar e
ambicionar que um conjunto de máquinas pudessem vir a fazer alguns trabalhos por si.
De facto, ao nível industrial já é possível encontrar um conjunto de robôs (i.e., máquinas
que executam determinadas tarefas de forma automática) a realizar tarefas repetitivas
e de grande desgaste físico. No entanto, existe também um crescente esforço para que,
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em determinados aspectos, estas máquinas se tornem mais parecidas com os humanos,
isto é, com maior mobilidade, mais sensíveis ao meio que as rodeia, e com capacidade
de interagir com o mesmo, tomando as decisões necessárias para o efeito. A conversão
destas máquinas em humanoides, ou seja, com características mais similares ao humano,
permitiria trazê-las para o meio em que o Homem se insere, possibilitando que um vasto
conjunto de tarefas passassem a ser desempenhadas por estes novos escravos.
Figura 2.1: Humanoide do filme I Robot [9].
2.2 Evolução Histórica dos Humanoides
Nesta secção, serão referidos alguns dos principais marcos na evolução dos humanoides,
pois nas últimas décadas assistiu-se a tal explosão no desenvolvimento de plataformas
humanoides, que seria impossível serem aqui referidas todas elas. No entanto, existi-
ram alguns projetos que se destacaram, quer pela sua dimensão logística, quer pelo seu
contributo científico.
De referir ainda, que o desenvolvimento de tais plataformas humanoides só foi possível
após o desenvolvimento de um conjunto de outras tecnologias, sobre as quais assenta a
robótica. É graças ao aparecimento de melhores atuadores e sensores, ao aparecimento de
um conjunto de tecnologias de projeto e produção e, fundamentalmente, devido ao apa-
recimento dos microprocessadores e o extraordinário desenvolvimento dos computadores,
que se deve o atual nível de investigação em robótica.
À parte de uma série de invenções, que direta ou indiretamente contribuíram para a
robótica, aquele que poderá ter sido o primeiro esboço de um humanoide, foi previsivel-
mente feito pelo genial Leonardo da Vinci (1452 - 1519). Não se sabe no entanto se este
chegou a ser produzido [43]. Este foi desenhado para manter a sua postura, sentar-se,
mover os braços, e abrir e fechar a viseira da armadura. Na Figura 2.2(a) pode-se ver
um protótipo do humanoide de Leonardo da Vinci.
No entanto, Leonardo da Vinci não foi o único inventor surpreendente. Jacques de
Vaucanson (1709 - 1779), um inventor francês que estudou física, mecânica e anatomia,
dedicou a sua vida a construir variados engenhos mecânicos, alguns deles de carácter
industrial. No entanto, a sua verdadeira obsessão foi a construção de um “Homem artifi-
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cial”, tendo mesmo chegado a construir alguns androides1. Uma das suas invenções que
acabou por se tornar bastante célebre foi “O pato” (Figura 2.2(b)). Esta máquina, que
se movimentava de forma muito “realista”, podia mexer as asas, e esticar-se de forma a
receber e “comer” os grãos que os visitantes atiravam [16].
(a) O autómato de Leonardo da Vinci [2]. (b) O pato de Jacques de Vaucanson [10]
Figura 2.2: Autómatos Medievais.
Em grande parte devido à revolução industrial, o século dezoito foi uma época pro-
pícia ao surgimento de um conjunto de autómatos, isto é, máquinas que desempenham
determinados movimentos pré-definidos. Também neste período, o sonho da criação de
máquinas com aspecto similar ao Homem não foi esquecido. Um bom exemplo disso, foi
a apresentação em 1774 de um conjunto de três autómatos androides por dois relojoeiros
suíços, Pierre e Henri-Louis Jaquet-Droz, pai e filho, respetivamente [15]. Esta coleção
de autómatos androides consiste num escriba, num desenhador e numa instrumentista,
como se pode ver na Figura 2.3(a).
(a) Visão geral dos autómatos. (b) Vista em detalhe do
mecanismo.
Figura 2.3: Os três autómatos [7].
1No texto as expressões humanoide e androide são utilizadas com o mesmo significado, maquinas ou
autómatos semelhantes ao homem.
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Estes autómatos, que levaram cerca de uma década a serem construídos, só se pu-
deram realizar após obtenção de financiamento resultante de uma visita a um rei de
Espanha, e do acumular de experiência por parte dos dois relojoeiros [15]. Como se pode
observar na Figura 2.3(b), os androides foram claramente construídos com base num
conjunto de princípios e mecanismos muito utilizados na relojoaria.
Já mais tarde, no século dezanove, surgiram outras invenções. John Brainerd criou
em 1865 o “Homem Vapor”, que aparentemente era usado para puxar carroças. Em 1885,
Frank Reade construiu o “Homem Elétrico”, que seria uma espécie de versão elétrica do
“Homem Vapor” [43].
Os sistemas robotizados para aplicação industrial, tal como são conhecidos atual-
mente, só começaram a surgir no século vinte. Em 1942, Willard Pollard e Harol Rose-
lund, projetaram o primeiro mecanismo programável para pintura pulverizada. Raymond
Goertz projetou em 1951 o primeiro manipulador articulado tele-operado para a Atomic
Energy Commission dos Estados Unidos da América. Este mostrou ser um grande avanço
científico no controlo de força em malha fechada. Em 1969, Victor Scheinman criou o
‘Braço de Stanford’, que foi o primeiro braço elétrico a ser controlado computacional-
mente [43] e [54].
Em termos de investigação científica, o recente desenvolvimento dos computadores
permitiu uma verdadeira revolução na criação de humanoides pela Europa, Estados Uni-
dos e Asia, com grande ênfase na Coreia do Sul e Japão. Apesar de ao nível dos algorit-
mos e controlo, os pioneiros terem surgido na Europa e nos Estados Unidos da América,
no que toca à construção de plataformas humanoides, o Japão é de longe o país com
mais humanoides desenvolvidos. Este desenvolvimento, que beneficiou da participação
de empresas como a Fujitsu, Sony, Toyota e Honda, que contribuíram com inúmeros
protótipos, também se deveu em parte ao grande incentivo dado pelo governo Japonês
no desenvolvimento deste tipo de tecnologias [17].
O facto de existir, tanto no Japão como na Coreia do Sul, um ambiente de grande
cooperação e apoio estatal, permitiu que a Ásia seja neste momento o líder no desenvol-
vimento e construção de humanoides [17].
Mais uma vez, seria bastante interessante referir todas as plataformas que levaram
ao aparecimento dos humanoides mais recentes, mas também demasiado extenso. Assim,
das imensas plataformas produzidas pelos países asiáticos anteriormente referidos, aquela
que se tornou mais conhecida, foi sem dúvida o humanoide ASIMO, da Honda (Figura
2.4(a)).
A Honda apresentou os primeiros protótipos de robôs em 1986, e após essa data a
aposta nesta área foi tal, que hoje em dia, o ASIMO já é capaz de andar, correr, subir
escadas, agarrar objetos, consegue deslocar-se no meio do ambiente humano, evitando
os obstáculos e é até capaz de reconhecer algumas faces. Em termos de características
técnicas, o ASIMO mede 130 cm, pesa 54 kg, é capaz de atingir uma velocidade de 6
km/h em corrida, e tem autonomia de funcionamento de uma hora. O ASIMO tem
atualmente 34 graus de liberdade, dos quais 7 em cada braço [6].
Tal como o ASIMO, já existem outros humanoides que já se encontram disponíveis
no mercado. O caso do pequeno humanoide NAO (Figura 2.4(b)), desenvolvido pela
Aldebaran Robotics, empresa que se auto propõe a fornecer plataformas, software e
ferramentas que permitam explorar e desenvolver futuras aplicações. No que respeita às
características técnicas, a última versão do NAO, o NAO H25, mede 573 mm, pesa 5,2
kg, tem uma autonomia de funcionamento de 5 horas, e está apetrechado de um conjunto
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(a) ASIMO, desenvolvido pela HONDA [6]. (b) NAO, desenvolvido pela Aldebaran Robotics [1]
Figura 2.4: Humanoides completos.
de sensores, tais como: 2 câmaras; 1 sonar; 1 acelerómetro; 2 giroscópios; 4 microfones; e
uma série de sensores de contacto. Este humanoide conta também já com uns razoáveis
14 graus de liberdade, sendo que tem 5 graus de liberdade em cada braço [1].
Apesar de já existirem humanoides no mercado, os públicos alvos continuam a ser
predominantemente centros de investigação, no entanto, esta é uma área de futuro, pelo
menos é a opinião expressa pelas Nações Unidas, que afirma que a robótica será a revolu-
ção tecnológica do Século 21 [1]. De facto, existem já uma série de protótipos no sentido
de aumentar a comercialização destas plataformas. Por exemplo, têm sido desenvolvidos
alguns humanoides para trabalhar como guias, como os casos dos humanoides “Robina”
da Toyota (Figura 2.5(c)), e “Enon” da Fujitsu (Figura 2.5(a)). Já no caso de protótipos
para trabalhos domésticos é de assinalar o Care-O-bot desenvolvido pela Fraunhofer IPA
(Figura 2.5(b)).
O mercado de robôs domésticos representou 227 milhões de dólares em 2007, e espera-
se que vá representar 1.7 mil milhões de dólares em 2014 [54]. No entanto os robôs
desenvolvidos para interagir com pessoas têm a questão da segurança, que é algo, que
ainda necessita de muita investigação.
(a) Enon [12]. (b) Care-O-bot [5]. (c) Robina [4].
Figura 2.5: Humanoides para guias de pessoas e para trabalhos domésticos.
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Existe ainda o mercado dos pacotes educacionais de robótica, que poderão representar
um valor de 1.69 mil milhões de dolares em 2014 [54], já sem mencionar os robôs para
entretenimento, como por exemplo os robôs para crianças.
De forma a facilitar a aceitação por parte das pessoas destas máquinas no meio ambi-
ente humano, tem também havido alguma investigação, principalmente na Universidade
de Osaka no Japão, em tornar os humanóides mais parecidos com o Homem, mesmo ao
nível da face e das expressões faciais [54].
2.3 Investigação Atual
Nesta secção, abordar-se-ão alguns projetos atuais de plataformas humanoides, com des-
taque sobre o membro superior. Como já aqui se referiu, no que diz respeito ao número
de plataformas humanoides, a Ásia fica claramente em vantagem. No entanto, nos países
ocidentais existem alguns centros e projetos que também têm vindo a ganhar destaque.
Um deles, é um projeto de cooperação entre a NASA e a General Motors (GM), que
consiste no desenvolvimento do humanoide ‘Robonaut2’ (Figura 2.6(a)).
(a) Robonaut2, desenvolvido pela NASA e GM [11]. (b) Space Justin, desenvolvido pela DLR [3]
Figura 2.6: Humanoides desenvolvidos por Centros de Investigação Espacial.
De facto, o elevado custo da construção de humanoides [17], e a sua complexidade,
faz com que este tipo de parcerias entre grandes centros de investigação seja a forma
mais eficaz de se obter melhores soluções. O objetivo da construção do “Robonaut2” é
poder auxiliar os astronautas em operações de manutenção das estações espaciais, em
situações que por vezes são bastante adversas para o Homem, podendo assim reduzir a
carga de trabalho dos astronautas nas estações espaciais [20].
O tronco, membros superiores e cabeça do “Robonaut2” contam neste momento com
42 graus de liberdade independentes e mais de 350 sensores. O membro superior, sem
contar com a mão, tem os habituais 7 graus de liberdade que grande parte dos humanoides
mais conhecidos tem. De forma a melhorar a tolerância ao choque e a capacidade de
absorção de energia, e estabilizar o sistema de controlo de força, são utilizados elementos
elásticos como molas de torção em série com os motores [20].
Ao nível da comunicação, foi aqui introduzida uma significativa alteração ao seu
antecessor “Robonaut1”, que foi a substituição da comunicação ponto a ponto em RS-485,
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por uma rede de comunicação com arquitetura em série, cujo protocolo é proprietário,
e consiste numa comunicação diferencial a baixas voltagens, atingindo velocidades de
comunicação de 50 Mbit/s. Estas alterações reduziram significativamente a cablagem no
humanoide [20].
Outro centro espacial que também se encontra a desenvolver uma plataforma huma-
noide, com o objetivo de servir em missões espaciais é o Centro Espacial Alemão (DLR),
que tem vindo a desenvolver o humanoide “Space Justin” (Figura 2.6(b)). Considerando o
tronco, membros superiores e cabeça, este humanoide conta com um total de 43 graus de
liberdade independentes, sendo que cada braço contém 7 graus de liberdade [18]. Nesta
plataforma tem sido feito muito trabalho ao nível do desenvolvimento de algoritmos sobre
a dinâmica e controlo do humanoide [52, 53].
No intuito da redução da elevada rigidez resultante de servomotores acoplados a
sistemas de transmissão que, por sua vez, atuam diretamente na junta a movimentar
tem, nos últimos anos, surgido uma nova linha de investigação no sentido da utilização
de diferentes abordagens de atuação. Também na tentativa que estes humanoides sejam
mais parecidos com o Homem, tenta-se usar atuadores que de uma certa forma simulam
o músculo humano. Um exemplo destes atuadores são os músculos artificiais McKibben
[27], que consistem basicamente nuns atuadores pneumáticos. A mão Shadow (Figura
2.7(a)) utiliza um conjunto destes atuadores, que por sua vez se encontram ligados a uma
série de cabos, que fazem movimentar os dedos [44].
Já o projeto kojiro (Figura 2.7(b)) da Universidade de Tokyo, utilizando servomotores,
utiliza um sistema em que estes motores não atuam diretamente as juntas, mas puxam
uma série de cabos, que simulam assim o músculo. Este humanoide apresenta uma
estrutura muito menos rígida que os tradicionais humanoides, de forma a se tornar menos
perigoso na interação com pessoas. A semelhança da estrutura deste humanoide com o
esqueleto humano é tal, que foi inclusive projetada uma espécie de omoplata, o que
permite a realização de alguns movimentos do ombro, que os outros humanoides não
efetuam, mas que o Homem utiliza [37].
(a) Shadow [14]. (b) Kojiro [8]. (c) ECCE1 [13].
Figura 2.7: Formas alternativas de atuação.
Existe ainda um projeto que pretende ir mais longe na questão da semelhança funcio-
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nal entre o humanoide e o Homem. O ECCE1 do projeto ECCER (Embodied Cognition
in a Compliantly Engineered Robot), usa um sistema de atuação semelhante ao kojiro,
mas em que a estrutura é construída com segmentos cuja fisionomia é semelhante aos
ossos humanos. Estes segmentos são feitos a partir de um termoplástico e são unidos
através de uns elásticos, que simulam os tendões humanos [34].
Este tipo de humanoides “alternativos”, apesar de resolverem o problema da elevada
rigidez, acrescentam uma grande dificuldade no controlo dos mesmos, pois tratam-se de
sistemas altamente não lineares. Além disso, as forças máximas atingidas são baixas e
as tolerâncias são altas. Numa tentativa de minimizar os problemas de cada uma das
atuações, existem já laboratórios a investigar soluções híbridas, isto é, utilizar músculos
artificiais em paralelo com motores nas juntas. Sendo que estes motores não têm de reali-
zar a totalidade do trabalho, podem ser menos potentes, diminuindo assim a impedância.
Além disso, garantem que as tolerâncias conseguidas sejam mais apertadas [47].
2.4 Estudo do Ombro
Na presente secção focar-se-á o assunto do complexo do ombro, e de que forma este com-
plexo articular tem sido reproduzido nos protótipos de humanoides. De facto, apesar
do complexo do ombro se tratar de um conjunto de articulações que em conjunto de-
senvolvem movimentos mais complexos, na generalidade dos protótipos de humanoides
construídos, o complexo do ombro é reduzido à articulação gleno-umeral. Basta obser-
var alguns dos humanoides aqui referidos, tais como o ASIMO da HONDA e o NAO
da Aldebaran Robotics. Mesmo as mais recentes plataformas do Robonaut2 e do Space
Justin apenas contemplam os movimentos e graus de liberdade associados à articulação
gleno-umeral.
Esta simplificação do ombro nos principais humanoides construídos deve-se grande-
mente à dificuldade em obter modelos realistas do complexo do ombro, uma vez que esta
é uma das partes mais complexas da estrutura músculo-esquelética em termos do estudo
do movimento [56].
No entanto, o importante papel desempenhado pelo ombro, na postura e movimento,
especialmente na realização de tarefas como o transporte de objetos [56], e a tentativa de
criar humanoides com maior mobilidade e com a capacidade de realizar movimentos cada
vez mais semelhantes aos movimentos do Homem, tem motivado a realização de alguns
estudos e experiências sobre o projeto e a construção de ombros robóticos, de forma a
adicionar 3 graus de liberdade aos 7 já existentes, que apenas contemplam o movimento
da articulação gleno-umeral (3 graus de liberdade), do complexo articular do cotovelo (1
grau de liberdade), das articulações rádio-cubicais (1 grau de liberdade) e do punho (2
graus de liberdade).
Os graus de liberdade adicionais permitirão a protacção/retracção do ombro (em
torno do eixo longitudinal), a abdução/adução do ombro (em torno do eixo antero-
posterior), e a flexão/extensão do ombro (em torno do eixo medial-lateral) [31]. Os graus
de liberdade enunciados anteriormente encontram-se representados na Figura 4.1(a), e
são muito importantes numa das principais funções do ombro, que é a orientação do
umero [56].
Na criação de mecanismos que acrescentem os respetivos graus de liberdade, podem-
se encontrar duas abordagens distintas. Uma delas, utilizada em humanoides já aqui
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mencionados tais como o Kojiro e o ECCE1, consiste em replicar a estrutura humana do
ombro [48], isto é, são construídas uma omoplata e uma clavícula, e o acionamento é reali-
zado por via de cabos puxados por motores elétricos, de forma a simular o funcionamento
dos músculos.
Este tipo de abordagem permite criar sistemas com um funcionamento mais seme-
lhante ao Homem, aumentando a flexibilidade da estrutura, diminuindo a sua rigidez e
aumentando, consequentemente, a segurança na interação Homem-humanoide. No en-
tanto, existem inconvenientes a considerar, tais como o aumento da complexidade do
sistema, como já foi referido anteriormente, e a necessidade de muitos mais atuadores.
Num exemplo recorrendo ao absurdo, hoje em dia seria impraticável construir um hu-
manoide com tantos motores quantos os músculos existentes no corpo humano, portanto
a imitação detalhada do corpo humano poderá ser irrealista com os meios atualmente
existentes.
Muitos investigadores estão portanto mais interessados em construir uma estrutura
cinematicamente semelhante, ao invés de construir réplicas anatómicas realísticas [56].
Um destes exemplos é o modelo proposto por Jadran Lenarčič [30, 31], que consiste num
mecanismo paralelo, que será explorado mais à frente no capítulo 4.
2.5 Desafios futuros
Nesta secção referenciar-se-ão alguns dos tópicos e tecnologias a serem desenvolvidos no
futuro de forma a realmente possibilitar que os humanoides passem a ser uma realidade
do dia a dia das pessoas. Assim, de seguida resumem-se as principais tecnologias a serem
desenvolvidas [17]:
• Criação de novos componentes e sistemas mais compactos, fortes, rápidos, e mais
precisos;
• Maior capacidade de armazenamento de energia e autonomia de funcionamento;
• Melhores atuadores, novamente mais compactos, potentes e eficientes, e melhora-
mento dos equipamentos associados, tais como drives, equipamentos de tratamento
de sinal, e cablagem;
• Melhores redutores, a serem acoplados nos motores;
• Estudo dos algoritmos de controlo de força;
• E por fim mas essencial, melhores sensores, tanto sensores de contacto como siste-
mas de visão e perceção.
Como principais desafios, destacam-se o aprofundamento do conhecimento da cine-
mática e dinâmica destes sistemas, o estudo dos algoritmos de controlo mais adequados,
todas as questões ligadas à perceção do ambiente que rodeia o humanoide, a questão da
inteligência artificial, para que o humanoide consiga interpretar o que “sente e vê”, e por
fim o grande desafio da interação do humanoide com o Homem [17].
Sendo a robótica uma ciência que engloba a utilização e aplicação de um conjunto
de outras ciências e conhecimentos, está claro que serão os pequenos contributos em
várias áreas do saber que possibilitarão a continuação do desenvolvimento das plataformas
humanoides.
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Capítulo 3
Anatomia e Biomecânica do
Membro Superior
Apresenta-se a terminologia específica usada na referenciação anatómica e
movimentos articulares. Descreve-se a anatomia do membro superior excluindo a
região punho/mão, apresentando-se os ossos, principais músculos e ligamentos.
Refere-se as amplitudes e os músculos envolvidos nalguns movimentos articulares.
Por fim, aborda-se alguns dos assuntos no âmbito da biomecânica do membro
superior, com recente relevância científica.
3.1 Introdução
A Anatomia é a ciência que estuda a estrutura do corpo humano [49]. Por seu turno,
a Biomecânica consiste na aplicação de um conjunto de princípios mecânicos, tais como
forças, tensão e deformação de materiais, leis de equilíbrio e leis de movimento, etc., a
organismos vivos, ou seja, a sistemas biológicos [32]. Outra área científica de grande
relevância que convém aqui ser referida, é a Cinesiologia, que significa literalmente o
estudo do movimento, e que envolve o estudo do sistema músculo-esquelético [38].
Neste capítulo pretende-se realizar um breve estudo sobre a anatomia do membro su-
perior, indicando os diferentes ossos, articulações e ligamentos. De seguida, pretende-se
abordar a cinemática do membro superior num sucinto estudo cinesiológico sobre os tipos
de movimentos e as suas amplitudes. Por fim, após uma enumeração dos músculos inter-
venientes nos movimentos, abordar-se-á a biomecânica do membro superior, referindo-se
os esforços realizados pelos músculos.
O membro superior tem uma elevada mobilidade, sendo capaz de realizar uma ampla
gama de movimentos, visto que se encontra ligado ao resto do corpo de forma bastante
solta através dos músculos e ligamentos. Esta liberdade de movimentos permite a reali-
zação das atividades da vida diária, tais como levantar, agarrar, puxar e tocar [49].
As partes do membro superior que serão aqui tratadas, serão os complexos do ombro
e do cotovelo, o braço e o ante-braço. A finalidade do estudo efetuado neste capítulo,
é a melhor compreensão do funcionamento do membro superior, de forma a poder uti-
lizar o conhecimento adquirido na análise de soluções cinemáticas de braços robóticos
antropomórficos.
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3.2 Terminologia
Para uma melhor comunicação e compreensão das localizações e movimentos das vá-
rias partes constituintes do corpo humano, foi criado um sistema de referenciação e um
conjunto de designações próprias para o estudo do corpo humano. Assim, é essencial
que antes de qualquer abordagem mais específica, se proceda a uma breve descrição e
clarificação da terminologia própria, de forma a evitar qualquer ambiguidade.
3.2.1 Referenciação anatómica
Na identificação das estruturas e movimentos humanos, é utilizado um sistema de re-
ferenciação específico. Este sistema de referência é definido tendo por base um modelo
humano na posição anatómica ou na posição fundamental. A posição anatómica consiste
numa posição ortostática, com olhar em frente, costas direitas, braços ao longo do corpo
com as palmas das mãos viradas para as frente, como se pode verificar de forma apro-
ximada na Figura 3.1. Por seu turno, a posição fundamental apenas difere da posição
anatómica na direção das palmas da mão, que se encontram viradas para o corpo. As
posições anteriormente descritas são utilizadas para a descrição dos segmentos, da sua





Figura 3.1: Posições descritivas [33].
Para ajudar na referenciação são utilizados os termos direcionais esquematicamente
representados na Figura 3.2, e definidos na Tabela 3.1.
Na referenciação anatómica são utilizados três planos cardinais perpendiculares entre
si e designados como planos anatómicos de referência (Figura 3.3). O plano sagital que
divide lado lateral direito do lado lateral esquerdo, o plano frontal que divide o lado
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posterior do lado anterior e por fim o plano transversal que divide o lado inferior do lado
superior [19] e [49]. Os planos de referência anatómica servem para auxiliar na descrição
da estrutura e movimentos dos segmentos do corpo. No entanto, existem movimentos que
não se efetuam ao longo dos planos de referência descritos. Estes movimentos efetuam-se
então num plano oblíquo, que tem componentes de dois ou três dos planos cardinais.
Tabela 3.1: Terminologia direcional de posicionamento (adaptado de [19] e [38]).
Termo Definição Exemplo
Direito Relativo ao lado direito do corpo O ombro direito
Esquerdo Relativo ao lado esquerdo do corpo O ouvido esquerdo
Superior Mais próximo da cabeça O nariz é superior ao pé
Inferior Mais próximo dos pés Os pés são inferiores ao cotovelo
Anterior Mais próximo da frente do corpo O umbigo está anterior ás costelas
Posterior Mais próximo da parte de trás do corpo As costelas estão posteriores ao umbigo
Proximal Mais próximo do tronco do corpo O joelho está proximal ao pé
Distal Mais afastado do tronco do corpo O pé está distal ao joelho
Medial Mais próximo do centro do corpo no plano frontal O tronco encontra-se medial ao braço
Lateral Mais afastado do centro do corpo no plano frontal O braço encontra-se lateral ao tronco
Superficial Mais próximo da superfície do corpo A pele é superficial ao músculo









Figura 3.2: Terminologia direcional [33].
Os eixos anatómicos resultam da interseção dos planos anatómicos. Assim, o eixo
Longitudinal advém da interseção do plano frontal com o sagital, o eixo Medial-Lateral
deriva da interseção dos planos frontal e transversal, e por fim o eixo Antero-Posterior é
definido da interseção dos planos sagital e transversal. Os três eixos referidos anterior-
mente formam um conjunto de eixos ortogonais entre si, como se pode verificar na Figura
3.3.














Figura 3.3: Planos e eixos anatómicos de referência [33].
3.2.2 Movimentos articulares
No que respeita aos movimentos existe também uma terminologia específica para des-
crever os principais movimentos dos segmentos do corpo. Aqui só serão descritos alguns
movimentos, e todos eles referentes ao membro superior. A maior parte dos movimentos
ou ações do corpo humano são axiais (circulares), isto é, os segmentos movem-se em
torno de um eixo que atravessa a articulação [38]. Para a quantificação das rotações,
considera-se que a posição anatómica, corresponde à posição em que todos os ângulos
entre segmentos são zero.
Aqui serão descritos os movimentos articulares de forma bastante simplificada, e serão
usadas ilustrações de modo a facilitar a identificação dos mesmos.
Os movimentos que fundamentalmente ocorrem no plano sagital são os movimentos de
flexão , extensão e hiperextensão, como se pode observar na Figura 3.4. Para os segmentos
do membro superior, a flexão é uma rotação no plano sagital na direção anterior [49],
diminuindo assim o ângulo entre os segmentos. A extensão é o oposto da flexão, isto
é, consiste numa rotação na direção posterior, aumentando portanto o ângulo entre os
segmentos do corpo. Em suma, geralmente a flexão consiste em dobrar uma articulação,
e a extensão em esticar uma articulação [38]. A hiperextensão, é um caso particular da
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extensão, em que o movimento é efetuado para além da posição anatómica [19].
Um bom exemplo de flexão é a posição fetal. De facto, quando um indivíduo está na
posição fetal, a maior parte das articulações encontram-se fletidas [49].
HiperextensãoFlexão Extensão
Flexão Extensão
Figura 3.4: Movimentos de rotação no plano sagital [33].
Outros movimentos também de grande importância são a abdução e adução do ombro
(Figura 3.5). A abdução consiste num movimento de rotação no plano frontal, em que
os segmentos anatómicos se afastam da linha média do corpo, já na adução o segmento
aproxima-se da linha média do corpo.
Abdução do Ombro Adução do Ombro
Figura 3.5: Abdução e adução do ombro [33].
Sendo o ombro um complexo articular com grande liberdade, este é capaz de realizar
variados movimentos. São exemplo, a elevação e depressão, movimentos que ocorrem
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num plano vertical (isto é, sagital ou frontal) [38]. A elevação é o movimento em que
um segmento anatómico se move na direção superior, a depressão consiste no movimento
inverso, isto é, quando o segmento se move na direção inferior.
Já os termos protracção e retracção do ombro, referem-se à rotação no plano trans-
versal, no sentido anterior e posterior, respetivamente. É ainda possível uma rotação
superior e inferior do ombro no plano frontal, em que a omoplata roda posicionando-se
superiormente ou inferiormente à posição anatómica. Os movimentos do ombro anteri-





Rotação superior e inferior
do ombro
Figura 3.6: Alguns movimentos efetuados pelo complexo do ombro [33].
No plano transverso são de assinalar os movimentos de supinação, pronação, rotação
lateral, rotação medial, adução horizontal e abdução horizontal [19]. Chama-se a aten-
ção que apesar de para efeitos de contabilização das amplitudes de rotação, em que os
membros do corpo se encontram na posição anatómica, estes movimentos se efetuarem
no plano transverso, no caso da supinação, pronação, rotação lateral e rotação medial,
estes movimentos também se podem efetuar noutros planos, como se pode verificar nas
figuras 3.7 e 3.8.
A pronação é o movimento do ante-braço, em que o rádio se sobrepõe ao cúbico. Por
sua vez, supinação é o movimento inverso, ou seja, o rádio descruza para voltar a uma
posição paralela ao cúbico (Figura 3.7).
A rotação lateral consiste numa rotação ao longo do eixo longitudinal do osso, em
que a superfície anterior de um segmento anatómico roda afastando-se da linha média do
corpo [33], em contraposição, a rotação medial consiste na rotação em que a superfície
anterior do segmento anatómico roda aproximando-se da linha média do corpo (Figura
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3.8).
A adução horizontal é um movimento axial na articulação do ombro, numa direção
anterior do braço. A abdução horizontal consiste no movimento oposto, isto é, um
movimento horizontal e axial numa direção posterior do braço (Figura 3.9).
Supinação Pronação
Figura 3.7: Supinação e pronação do ante-braço [33].
Rotação medial Rotação lateral
Figura 3.8: Rotação medial e lateral do braço [33].
Abdução horizontal Adução horizontal
Figura 3.9: Abdução e adução horizontal do ombro [33].
Por fim, a circundação é uma combinação de flexão, extensão, abdução e adução
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(Figura 3.10). A circundação ocorre em articulações com movimento livre como o ombro,
em que o braço descreve um cone com o vértice no ombro [38].
Circundação
Figura 3.10: Movimento de circundação do ombro [33].
3.3 Anatomia do Membro Superior
Nesta secção serão tratados os complexos articulares do ombro e do cotovelo . Como se
pode verificar na Figura 3.11, a região do punho/mão é uma estrutura anatómica extre-
mamente complexa, e no âmbito deste trabalho, não é interessante o estudo da mesma.
Serão assim indicados os ossos, articulações e ligamentos envolvidos nos complexos refe-
ridos anteriormente, tal como as amplitudes atingidas pelas articulações em alguns dos
movimentos descritos na secção anterior. Estas estruturas denominam-se geralmente por
complexos, pois são constituídas por um conjunto de articulações, que funcionando em
sincronia, ambas contribuem para movimento do ombro e do cotovelo.






Figura 3.11: Vista anterior do membro superior (adaptado de [33]).
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3.3.1 Complexo articular do ombro
O complexo do ombro engloba quatro articulações (Figura 3.12). A articulação esterno-
clavicular, que liga a extremidade proximal da clavícula ao manúbrio do esterno (parte
superior do osso esterno, osso chato, colocado na parte anterior do tórax), que é conside-
rada a articulação dominante, porque define a posição da omoplata [38]. A articulação
gleno-umeral une a omoplata e o úmero. A articulação acrómio-clavicular, também co-
nhecida por articulação AC, liga a omoplata e a extremidade distal da clavícula. Esta
articulação permite movimentos independentes entre a omoplata e a clavícula. Estes
movimentos relativos permitem uma maior mobilidade do complexo do ombro, e conse-
quentemente uma maior capacidade de movimento de todo o membro superior.
Por fim, a articulação escápulo-costal ou escápulo-torácica, que não sendo conside-
rada uma articulação anatómica, pois não existe nenhuma união entre a omoplata e a
caixa torácica por meio de tecido conjuntivo, é todavia, devido ao seu comportamento,












Figura 3.12: Vista anterior do complexo articular do ombro esquerdo: Articulações [33].
Na Figura 3.13 podem-se ver os principais ligamentos, responsáveis pela união da
articulação acrómio-clavicular e da articulação gleno-umeral, já na Figura 3.14 pode-se
visualizar as articulações esterno-claviculares. Nas tabelas 3.2, 3.3 e 3.4, indicam-se as
amplitudes médias de alguns movimentos para determinadas articulações.
Tabela 3.2: Amplitude média dos movimentos da clavícula na articulação esterno-
clavicular, a partir da posição anatómica (adaptado de [38]).
Elevação 45◦ Depressão 10◦
Protacção 30◦ Retracção 30◦
Rotação superior 45◦ Rotação inferior 0◦






















Figura 3.13: Vista anterior do complexo articular do ombro: Ligamentos [33].
Tabela 3.3: Amplitude média dos movimentos do braço na articulação gleno-umeral, a
partir da posição anatómica (adaptado de [38]).
Flexão 100◦ Hiperextensão 40◦
Abdução 120◦ Adução 0◦1














Figura 3.14: Vista anterior das articulações esterno-claviculares [33].
Tabela 3.4: Amplitude média dos movimentos da omoplata na articulação escápulo-
costal, a partir da posição anatómica (adaptado de [38]).
Rotação superior 60◦ Rotação inferior 0◦
1Se o braço estender ou fletir ligeiramente, é possível atingir maior grau de adução.
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Conciliando os movimentos de todas as articulações do ombro, obtém-se então as
amplitudes médias dos movimentos do complexo articular do ombro, que são explicitados
na Tabela 3.5.
Tabela 3.5: Amplitude média dos movimentos do complexo articular do ombro, a partir
da posição anatómica (adaptado de [38]).
Flexão 180º Hiperextensão 150º
Abdução 180º Adução 0º2
Rotação lateral 90º Rotação medial 90º
3.3.2 Complexo articular do cotovelo
O complexo do cotovelo engloba três articulações (Figura 3.15). Estruturalmente, estas
três articulações podem ser consideradas uma só articulação ou um complexo articular
[38]. A articulação do cotovelo refere-se às articulações úmero-cubital e úmero-radial.
Funcionalmente, a articulação rádio-cubital proximal é separada da articulação do coto-
velo e pertence ao grupo das articulações rádio-cubitais, pelo que não se falará da articu-
lação rádio-cubital proximal. A articulação úmero-cubital, liga a extremidade distal do
úmero à extremidade proximal do cúbito. A articulação úmero-radial, une a extremidade











Figura 3.15: Vista anterior do complexo articular do cotovelo direito: Articulações [33].
A partir da posição anatómica, é possível realizar em média 160 graus de pronação
e 0 graus de supinação, nas articulações rádio-cubicais [38]. Já a amplitude média do
movimento do antebraço na articulação do cotovelo, a partir da posição anatómica, é de
145 graus para a flexão e 0 graus para a extensão [38].
Na Figura 3.16 podem-se ver os principais ligamentos, responsáveis pela união do
complexo articulação do cotovelo.
2Se o braço estender ou fletir ligeiramente, é possível atingir maior grau de adução.

















Figura 3.16: Complexo articular do cotovelo direito: Ligamentos [33].
3.4 Sistema Muscular - Anatomia Geral
As células musculares funcionam como pequenos motores de modo a produzir forças
responsáveis pelos movimentos dos membros e pela manutenção da postura [49]. Os
músculos ligam-se aos ossos através de tendões, cruzando as articulações que unem os
segmentos [38]. A energia utilizada pelos músculos provém dos nutrientes, sendo que
parte desta energia é utilizada na contração muscular e a restante noutros processos
celulares ou libertada sob a forma de calor [49]; tal como acontece nos atuadores artificiais,
parte da energia é sempre convertida em calor.
Quando os músculos recebem os estímulos enviados pelas fibras nervosas, estes con-
traem, criando uma tensão sobre as suas inserções, que tende a aproximá-las. Quando
o aumento da tensão não é acompanhado do movimento dos segmentos, está-se perante
uma contração isométrica, ou seja, o valor da força de contração do músculo é igual ao
valor da força resistente. Isto corresponde aos casos da manutenção da postura. Quando
é gerado um movimento dos segmentos com um aumento de tensão, está-se perante um
caso de contração isotónica ou concêntrica. Esta situação corresponde aos casos em que
o valor da força de contração muscular é maior que o valor da força de resistência a essa
contração, sendo que o músculo encurta com sucesso. Finalmente, quando o valor da
força de contração muscular é menor do que valor da força da resistência à contração
do músculo, o músculo contrai e alonga. Nesta situação está-se perante uma contração
excêntrica [19, 38].
É ainda importante referir que quando um músculo ou grupo de músculos desencadeia
uma dada ação, outro músculo ou grupo de músculos tem uma ação contrária ao primeiro,
o primeiro é referido como músculo ou grupo agonista e o segundo como músculo ou grupo
antagonista [19].
Para compreender que os músculos nunca atuam de forma individualizada, mas sem-
pre de forma coordenada, basta pensar na terceira lei de Newton. Segundo a terceira lei
de Newton, quando se aplica uma força, existe sempre uma reação a essa força de igual
intensidade mas com sentido contrário [39]. Assim, se se pretender por exemplo efetuar
a flexão do antebraço (Figura 3.17), o bicípete contrairá criando uma força no antebraço
que tenderá a aproximá-lo do braço. No entanto, será também criada uma força de igual
intensidade e sentido contrário que tenderá a aproximar o braço do ante-braço. Assim,
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de forma a somente existir um movimento por parte do ante-braço, significa que existem
outros músculos a atuar em simultâneo, equilibrando assim a força que o bicípete aplica
no braço, para que este se mantenha estático.
Para que se verifique uma contração muscular, é necessário a ocorrência de uma série
de fenómenos físicos e químicos, que não serão aqui explorados. Nesta secção apenas serão
enumerados os principais músculos que atuam no membro superior, e os movimentos que
a estes estão associados.
O
I
Figura 3.17: Flexão do ante-braço [33].
Na Figura 3.18 podem-se observar alguns dos músculos responsáveis pelos movimentos
do membro superior. Apesar de só estarem alguns músculos representados, pode-se
depreender que a estrutura muscular do membro superior é bastante complexa.
De forma a se perceber um pouco melhor a cinemática e a dinâmica do membro
superior, é importante estudar qual é o contributo individual de cada músculo no com-












Figura 3.18: Músculos que atuam na omoplata [35].
A principal fixação do membro superior ao tronco é efetuada pelos músculos. Estes
músculos movem a omoplata, permitindo um amplo leque de movimentos do membro su-
perior e permitindo que a omoplata se mantenha fixa, aquando da contração dos músculos
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do braço [49].
Nas figuras 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22 encontram-se os principais músculos responsáveis
pelo movimento do ombro, braço e ante-braço. Na Tabela 3.6 encontra-se de forma
bastante resumida os principais músculos intervenientes em alguns movimentos do ombro
e do braço mencionados na sub-secção 3.2.2.
Já na Tabela 3.7 encontram-se os principais músculos que intervêm nos movimentos
do ante-braço. É importante referir que nas tabelas 3.6 e 3.7 apenas se indica quais os
músculos que principalmente contribuem para o movimento, não se especificando qual o
contributo quantitativo de cada músculo.
(a) Grande dentado (b) Supra espinhoso (c) Grande redondo (d) Coracobraquial
(e) Pequeno peitoral (f) Grande dorsal (g) Infra-escapular
(h) Longo supinador (i) Ancónio (j) Curto supinador
Figura 3.19: Alguns músculos do membro superior [33]: (a) Vista lateral esquerda do
ombro esquerdo. (b) Vista posterior do ombro esquerdo. (c) Vista posterior do ombro
esquerdo. (d) Vista anterior do ombro esquerdo. (e) Vista anterior do ombro esquerdo.
(f) Vista posterior do ombro esquerdo. (g) Vista anterior do ombro esquerdo. (h) Vista
anterior do cotovelo direito. (i) Vista posterior do cotovelo direito. (j) Vista posterior
do cotovelo direito.
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Tabela 3.6: Ações do músculos no ombro e no braço (adaptado de [49]).
Flexão Extensão Abdução
Deltóide Deltóide Deltóide
(Figura 3.18) (Figura 3.18) (Figura 3.18)
Grande peitoral Grande redondo Supra-espinhoso
(Figura 3.20) (figuras 3.18 e 3.19(c)) (figuras 3.18 e 3.19(b))
Coracobraquial Pequeno redondo
(Figura 3.19(d)) (figuras 3.18 e 3.21)
Bicípete braquial Grande peitoral
(Figura 3.22(a)) (Figura 3.20)
Tricípete braquial
(Figura 3.22(b))
Adução Rotação medial Rotação lateral
Grande peitoral Grande peitoral Deltóide
(Figura 3.20) (Figura 3.20) (Figura 3.18)
Grande dorsal Grande redondo Infra-espinhoso
(Figura 3.19(f)) (figuras 3.18 e 3.19(c)) (figuras 3.18 e 3.21)
Grande redondo Grande dorsal Pequeno redondo
(figuras 3.18 e 3.19(c)) (Figura 3.19(f)) (figuras 3.18 e 3.21)
Pequeno redondo Deltóide
(figuras 3.18 e 3.21) (Figura 3.18)
Tricípete braquial Infra-escapular







Figura 3.20: Vista anterior do ombro es-
querdo: Músculo grande peitoral [33].
Pequeno redondo
Infra-espinhoso
Figura 3.21: Vista posterior do ombro
esquerdo: Músculos infra-espinhoso e
pequeno redondo [33].
Tabela 3.7: Ações do músculos no ante-braço (adaptado de [49]).
Flexão Extensão Supinação Pronação
Bicípete braquial Tricípete braquial Bicípete braquial Quadrado pronador
(Figura 3.22(a)) (Figura 3.22(b)) (Figura 3.22(a)) (Figura 3.22(c))
Longo supinador Ancónio Curto supinador Redondo pronador
(Figura 3.19(h)) (Figura 3.19(i)) (Figura 3.19(j)) (Figura 3.22(c))






















Figura 3.22: Alguns músculos do braço e ante-braço [33]: (a) Vista anterior do braço
esquerdo. (b) Vista posterior do braço direito. (c) Vista anterior do ante-braço direito.
3.5 Biomecânica do Membro Superior
Apesar de, ao nível da anatomia, o membro superior se encontrar plenamente estudado,
podendo-se mesmo encontrar uma infinidade de livros publicados sobre o assunto, ao
nível da biomecânica do membro superior, o conhecimento já não é assim tão abundante.
No entanto, nos últimos anos têm aparecido uma série de estudos sobre a biomecânica do
membro superior, quer por questões clínicas de reabilitação de indivíduos com problemas
de saúde, quer mesmo no âmbito de projetos de robótica.
Em particular o complexo do ombro, devido à sua complexidade geométrica e funci-
onal, tem sido alvo de alguns estudos, na tentativa de se entender o seu funcionamento,
e de se criarem algoritmos matemáticos, que permitam simular computacionalmente de-
terminadas atividades humanas. A criação destes modelos matemáticos contribui para o
cálculo das forças e momentos para determinadas posições dos membros superiores [28].
Nalguma literatura da especialidade é até considerado que o modelo do complexo
do ombro é importante para corretamente simular a postura e movimento humano [55].
No entanto, a sua cinemática envolve movimentos complexos, que não correspondem
diretamente a um conjunto de rotações em torno de eixos fixos [28].
E se a cinemática em si envolve já alguma complexidade, quando se pretende explorar
a dinâmica, o problema ganha outra dimensão. De facto, apesar de se conhecer qualita-
tivamente os músculos envolvidos em diferentes atividades, o contributo quantitativo de
cada músculo no movimento global do ombro é algo que ainda permanece pouco investi-
gado [58]. Além disso, devido à configuração da estrutura músculo-esquelética, as forças
exercidas, dependem da posição dos segmentos do corpo. Por exemplo, existem estudos
indicando uma dependência do ângulo de flexão do complexo articular do cotovelo na
ação muscular do complexo do ombro [58]. No entanto, recorrendo a modelos matemá-
ticos e a dados experimentais, existem alguns estudos que tentam quantificar as forças e
momentos envolvidos em determinados movimentos. Na Tabela 3.8 pode-se verificar as
forças máximas para os principais músculos do membro superior. Já na Tabela 3.9 ficam
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registados os valores médios do momento no ombro para os movimentos de abdução e
adução, e os momentos gerados na flexão e extensão do complexo articular do cotovelo
[26, 40, 50].
Tabela 3.8: Comprimento e força máxima dos músculos (adaptado de [40]).
Nome L0 [mm] Fmax [N]
Coracobraquial 200 63
Deltóide 170 240
Grande Peitoral 190 210
Supra espinhoso 90 98
Infra-espinhoso 105 210
Trapézio 100 240
Bicípete braquial 230 47
(porção curta)
Bicípete braquial 270 90
(porção longa)
Trícipete braquial 285 135
(porção longa)
Trícipete braquial 210 108
(porção lateral)
Ancónio 75 40
Redondo Pronador 70 54
Quadrado Pronador 45 78
Curto supinador 50 30
Tabela 3.9: Momentos máximos nas articulações do ombro e cotovelo (adaptado de [26]).
Género Momento no ombro [Nm] Momento no cotovelo [Nm]
Abdução Adução Flexão Extensão
Feminino 34,9 42,1 31,9 25,0
Masculino 74,4 93,7 79,5 60,5
De facto, a importância do estudo do membro superior, e em particular do complexo
articular do ombro, tem-se revestido de tal significado que casos como o da Universidade
de Stanford, que tem vindo a associar fortemente o estudo da robótica ao estudo da
biomecânica [45, 46], sejam cada vez mais comuns quando se pretende projetar e construir
humanoides.
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Capítulo 4
Análise de um Modelo Paralelo para
o Complexo do Ombro
Propõe-se um modelo de um manipulador paralelo para o ombro do humanoide.
Estabelecem-se as relações cinemáticas direta e inversa, e calcula-se o
Jacobiano-Inverso para o modelo proposto. Faz-se uma análise estática de forças ao
modelo. De seguida, faz-se um estudo sobre as singularidades do manipulador, com
base nas quais se propõe uma geometria para o mesmo.
4.1 Introdução
Na Secção 2.4 abordaram-se alguns modelos para um ombro robótico, desde um modelo
mais simplista, consistindo num manipulador série a modelos mais complexos, como a
replicação do sistema músculo-esquelético do humano. Falou-se também da abordagem
seguida por Jadran Lenarčič , o qual propõe um mecanismo paralelo (Figura 4.1(b)), que
contempla a cinemática das articulações esterno-clavicular, acrómio-clavicular e escapulo-
costal, seguido de um mecanismo série, que contempla a cinemática da articulação gleno-
umeral. O movimento da plataforma aonde é acondicionada a junta gleno-umeral é então
obtido através de 3 cilindros, representados na Figura 4.1(b) por um retângulo com uma
cruz. O cilindro que nas duas figuras 4.1(a) e 4.1(b) se encontra segundo o eixo z, não
tem como função a orientação da plataforma, mas somente a regulação da distância
entre o torso e a junta gleno-umeral, uma vez que no Homem esta depende do ângulo
que o ombro faz com o torso, e chega mesmo a variar ±10% [30]. Sendo este um modelo
paralelo, obtém-se um espaço de trabalho mais reduzido, em contrapartida consegue-se
uma maior resistência e precisão [31].
Nesta secção é proposto um modelo para o ombro e realizado um estudo mais porme-
norizado sobre o mesmo. Este modelo consiste numa simplificação do modelo apresentado
por Jadran Lenarčič nos seus trabalhos [30] e [31]. Tal como nos trabalhos referidos anteri-
ormente, apenas se realizará o estudo do ombro não tendo em conta a junta gleno-umeral,
uma vez que esta se encontra largamente implementada na generalidade dos humanoides
existentes. O motivo pelo qual se escolheu este manipulador paralelo foi o facto de um
manipulador série ser desadequado para simular o comportamento ombro (resistência
e precisão reduzidas), e os modelos utilizados nos humanoides kojiro e ECCE1 serem
demasiado complexos, tanto ao nível do estudo matemático como ao nível do controlo.
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2 Principal kinematic aspects of the human 
shoulder complex 
1 
Coordinate Lower limit Upper limit . 
e,  0 n 
SA +A +x 
The human shoulder complex is made of a clavicle and 
scapula [I] .  The clavicle is on one side attached to the 
stema (anterior part of the body) by a spherical-type 
sternoclavicular joint, and on the other side to the scapula. 
The planar-type scapulothoracic joint enables the motion 
of scapula. The upper arm (humerus) is attached at the 
lateral end of the scapula by the spherical-type 
glenohumeral joint. In a first approximation [3], we can 
represent the shoulder complex as shown in Fig. 1. In this 
approximation, the inner articulation is concentrated in 
point S and simulates the sternoclavicular joint, the outer 
articulation is concentrated in point G and associated with 
the glenohumeral joint. The translation along the shoulder 
link represents the shoulder’s enlargement. This is 
dependent on the inclination in the articulation about 
point S. The shoulder link between points S and G 
simulates the clavicle. The upper arm link is between 




Fig. 1: A serial model of the human shoulder complex 
In Fig 1, angles sF sA , sR represent the shoulder 
flexion-extension, the shoulder abduction-adduction, and 
the shoulder rotation, while angles g,,g,,g, are the 
upper arm flexion-extension, the upper arm abduction- 
adduction, and the upper arm rotation, respectively. 
Linear coordinate sT is the shoulder translation. We 
assume that all coordinates are zero, if the mechanism’s 
position is given as that in Fig. 1. Note that the listed joint 
coordinates and their upper and lower limits are coupled. 
Their interdependency is very complex and it is difficult 
to formulate it with precise mathematical functions. Some 
attempts, however, can be found in the literature. The 
dependency of the clavicular abduction as function of the 
humeral elevation in the frontal plane was reported in [6]. 
The following simplified relationships were synthesized 
based on optical measurements of the human arm in the 
frontal (plane x-z), horizontal (plane y-z), and sagittal 
(plane x-y). They represent an idealistic status and serve 
as inputs for the mechanical design. 
Thefiontalplane: We assumed that all rotations in the 
mechanism are zero except the abduction-adduction 
angles sA and g, . We observed that the lower limit of 
angle sA depends on the angle of the humeral elevation 
e ,  as shown in Fig.2. Its minimum value is zero when 
the humeral elevation is zero. 
P 
Fig. 2: The shoulder motion in the frontal plane 
The lower limit of angle gA is dependent on the 
current value of angle s, , while the shoulder expansion 
depends on the shoulder abduction angle as follows 
n 
Tb. 1: The joint limits corresponding to the shoulder movements 
in the frontal plane 
(a) Modelo série do complexo do ombro.
The horizontal plane: We assumed that the changing 
rotations are the shoulder flexion-extension sF and the 
upper arm rotation g ,  . The lower and the upper limit of 
both angles are independent, but t e shoulder translation 
sT is a function of the rotation angle sF
ST = 
The lower and the upper joint limits of the measured 
coordinates are listed in Tb. 2. 
Coordinate Lower limit U er limit 
ST = f ( S F )  7 'TO 'TO 
Tb. 2: The joint limits corresponding to the shoulder movements 
in the horizontal plane 
The sagittal plane: The changing rotations were the 
shoulder rotation s, and the upper ar  flexion-extensi n 
g ,  . Their relationship appeared to be linear 
s, = + g ,  . (3) 
The joint limits are shown in Tb. 3. 
Tb. 3: The joint limits corresponding to the shoulder movements 
in the saggital plane 
The glenohumeral joint provides a great majority of 
the arm's motion ability. The range of motion in the 
stemoclavicular joint is only a few degrees. Nevertheless, 
the stemoclavicular joint plays an important role in the 
reachability of the arm. It serves for collision avoidance 
between the arm links and the body. If we fix the 
stemoclavicular joint, the motion of the arm will be 
troubled by collisions with the torso. 
3 The humanoid shoulder designed by a 
fully parallel mechanism 
The shoulder mechanism (the stemoclavicular joint 
and the shoulder link) has to support and orient the arm. 
Therefore, a serial mechanism in Fig. 1 may not be the 
best choice. Instead, we propose in this section a fully 
parallel mechanism, which can provide higher stiffness 
and mor  precise orientation [7]. It is understood that the 
base i  fixed and corresponds to the body, while the 
movable platf rm supports the glenohumeral joint. The 
main kinematic parameters of this mechanism are 
illustrated in Fig. 3. 
Fig. 3:  The shoulder modeled with a parallel mechanism 
The mechanism possesses four extendable legs. The 
translational joints are driven and the lengths I, , I , ,  I , ,  I ,  
are the joint coordinates. The three outer legs I, , I,, I, are 
atta hed to the base plane and to the platform plane via 
passive spherical joints. There is also a passive spherical 
joint C located in the central leg, which lies at a distance 





Fig. 4: A side view of theplatform's inclination 
The basic structure of the mechanism is symmetrical. 
The attachments of the outer legs are positioned on a 
circle of radius rB on the base side and on a circle of a 
radius r, on the platform side. The platform has four 
degrees of freedom. It can be placed in a desired 
orientation and expanded. The last, however, is intended 
to be dependent (via an imposed control law) in the sense 
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(b) Modelo paralelo do complexo do ombro.
Figura 4.1: Modelos série e paralelo do complexo do ombro [31]
Na Figura 4.2 encontra-se uma representaçã tridim ns onal do si tema proposto.
Em comparação com o esquema da Figura 4.1(b), pode-se verificar que simplifi ação
efetu da foi a eliminaçã do cilindro central e respetivo grau de liberdade de translação,
uma vez que este em nada contribuía para a orientação da plataforma da extremidade,
mas somente para a regulação da distância entre o torço e a junta gleno-umeral, distância
essa que não sendo muito significativa, depende de cada indivíduo. Como aqui apenas
se pretende realizar um estudo preliminar sobre sistemas robóticos para o ombro, não se
considerou relevante estar nesta fase a analisar esta pequena variação de comprimentos,
pelo que no modelo adotado, o comprimento entre o torso e junta gleno-umeral será
sempre constante.
Figura 4.2: Representação tridimensional do modelo proposto.
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Como se pode verificar na Figura 4.2, o modelo consiste então numa plataforma
estática, que de agora em diante será referenciada como base, e uma plataforma móvel,
que passará a ser referida como extremidade. A extremidade encontra-se ligada à base
através de uma junta esférica, sendo que por esse motivo a extremidade apenas está
possibilitada de efetuar movimentos ao longo de uma superfície esférica. As posições e
movimentos da extremidade são então controlados por três cilindros, conectados à base
e extremidade por duas rótulas cada.
De forma tornar o modelo apresentado mais inteligível é apresentada na Figura 4.3
a sua representação esquemática. O referencial global é colocado na rótula que liga a
extremidade à base, o eixo z tem a direção do eixo medial, sentido distal, e o eixo x tem
direção segundo o eixo longitudinal e sentido superior. O referencial local e é colocado
num ponto central da extremidade de forma a que o eixo ze tenha a mesma direção do
segmento de reta que une as origens dos dois referenciais e com sentido distal, como
representado na Figura 4.3. O eixo xe tem uma direção tal que quando o braço se












Figura 4.3: Representação esquemática do modelo proposto.
Os pontos Pbi, com i = 1, 2, 3, representam os centros de rotação das rótulas das
inserções dos cilindros na base. Da mesma forma, os pontos Pei, com i = 1, 2, 3, re-
presentam os centros de rotação das rótulas das inserções dos cilindros na extremidade.
Ambos os pontos Pbi e Pei encontram-se definidos relativamente ao referencial global
anteriormente definido. Mais a frente os pontos dos centros de rotação das rótulas das
inserções dos cilindros na extremidade relativamente ao referencial local e, serão repre-
sentados por pi com i = 1, 2, 3.
O comprimento total do cilindro i é dado então pela norma da diferença dos pontos
Pbi e Pei, como se mostra seguidamente
Li = ‖Pei − Pbi‖ (4.1)
Desta forma, a posição e orientação da extremidade é feita através da variação dos
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comprimentos Li com i = 1, 2, 3.
4.2 Relações Cinemáticas
Define-se cinemática como a relação entre as posições, velocidades e acelerações dos
elos de um manipulador [36]. No caso em estudo considerar-se-á como elos a base e a
extremidade do manipulador.
Entende-se como Cinemática Direta como a descrição das coordenadas cartesianas
do último elo em função dos ângulos das juntas de revolução ou dos comprimentos das
juntas prismáticas. Consequentemente, a Cinemática Inversa de um modelo descreve as
variáveis de junta em função das coordenadas cartesianas e orientações do último elo [36].
Como no caso em estudo (mecanismo paralelo) a junta entre os dois elos considerados
não é atuada, não faz sentido estar a considerar os ângulos entre estes dois elos como
variáveis de junta. Por outro lado, para além da extremidade se deslocar ao longo de
uma esfera, e portanto as coordenadas x, y, z não serem independentes umas das outras,
os limites destas estão extremamente dependentes da dimensão do indivíduo. Por este
motivo, em biomecânica estudam-se os limites angulares de cada junta e não os alcances
lineares, sendo necessário clarificar quais são as variáveis de junta e variáveis operaci-
onais. Desta forma, como variáveis de junta serão considerados os comprimentos dos
três cilindros que fazem mover a extremidade, pelo que estas passam a ser as variáveis
que podem ser diretamente controladas. Como variáveis do espaço operacional, isto é,
aquelas variáveis que definem a posição pretendida do último elo, não se considerará as
coordenadas cartesianas da extremidade, mas sim, os ângulos que esta faz com a base.
Serão então considerados os seguintes ângulos: α o ângulo em torno do eixo x (protac-
ção/retracção); β o ângulo em torno do eixo y (abdução/adução do ombro); θ o ângulo
em torno do eixo z (flexão/extensão).
Na Figura 4.4 encontra-se um esquema que sistematiza a relação entre as variáveis









Figura 4.4: Esquema com a relação da cinemática direta e inversa.
O objetivo das sub-secções 4.2.1 e 4.2.2 será encontrar as relações expressas na Figura
4.4 por f e f−1, respetivamente. Relações que como se verá adiante não são expressas
por uma simples equação, mas sim por um conjunto de cálculos numéricos. A análise será
iniciada pela Cinemática Inversa, pois ao contrário do que acontece nos manipuladores
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série, no mecanismo em questão (manipulador paralelo), esta é mais simples de calcular
do que a Cinemática Direta.
4.2.1 Cinemática inversa
Pretende-se nesta sub-secção obter os comprimentos dos cilindros para uma dada posição
do espaço operacional (α, β, θ). Como já foi aqui referido anteriormente, os pontos Pbi







 , i = 1, 2, 3 (4.2)
Já os pontos pi, representam os centros de rotação das rótulas das inserções dos







 , i = 1, 2, 3 (4.3)
O comprimento dos cilindros é simplesmente obtido a partir da distância entre pontos
como se pode ver na Equação (4.1). No entanto, para isso é necessário obter as coor-
denadas dos centros de rotação das rótulas das inserções dos cilindros na extremidade
relativamente ao referencial global Pei. Para isso, calcula-se a matriz de transformação
para a posição pretendida (α, β, θ) através da Equação (4.4), e multiplica-se a matriz de
transformação pelas coordenadas dos pontos no referencial local (4.5).
T = Rot(x, α) ·Rot(y, β) ·Rot(z, θ) · Trans(z, L)
=

1 0 0 0
0 cos(α) − sin(α) 0
0 sin(α) cos(α) 0
0 0 0 1
 ·

cos(β) 0 sin(β) 0
0 1 0 0
− sin(β) 0 cos(β) 0
0 0 0 1
 ·

cos(θ) − sin(θ) 0 0
sin(θ) cos(θ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 ·

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 L















 , i = 1, 2, 3 (4.5)
Tendo-se obtido todas as coordenadas necessárias, é então possível calcular o compri-
mento dos cilindros um a um, como se mostra em (4.6), onde basicamente se expandiu a
relação (4.1).
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Li =
√
(Xei −Xbi)2 + (Yei − Ybi)2 + (Zei − Zbi)2 (4.6)
No Código em MatLab 4.1 encontra-se uma função que permite calcular as variáveis
de junta em função das variáveis operacionais e de alguns parâmetros geométricos, tais
como a posição das inserções dos cilindros nos respetivos referenciais locais1.
Código em MatLab 4.1: Função com a cinemática inversa.
1 function [Pe0 Pe1 Pe2 Pe3 LL] = InvKin_3Dof(x,L,p1 ,p2 ,p3,Pb1 ,Pb2 ,Pb3)
2 % [Pe0 Pe1 Pe2 Pe3 LL] = InvKin_3Dof(x,L,p1,p2,p3 ,Pb1 ,Pb2 ,Pb3)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % Pe0 - origem do Referencial Local da extremidade em coordenadas do
5 % Referencial Global;
6 % Pei - ponto de inserção do cilindro i na extremidade (Referencial Global)
7 % LL - vetor 3x1 com os comprimento dos cilindros.
8 % Inputs -------------------------------------------------------------------
9 % x - vetor com os ângulos (radianos);
10 % L - comprimento do eixo com comprimento fixo;
11 % pi - coordenadas das extremidades dos cilindros no Referêncial Local;
12 % Pbi - coordenadas das bases dos cilindros no Referêncial Global;
13 % Nota: pi , Pbi e Pei são vetores coluna em coordenadas homogéneas.
14 % Programa -----------------------------------------------------------------
15 % Matriz de transformação:
16 T = Rot('x',x(1))*Rot('y',x(2))*Rot('z',x(3))*Trans('z',L);
17 % Coordenadas das extremidades dos cilindros:
18 Oe = [0 0 0 1]'; PP = T*[p1 p2 p3 Oe];
19 Pe1 = PP(:,1); Pe2 = PP(:,2); Pe3 = PP(:,3); Pe0 = PP(:,4);
20 % Comprimento dos cilindros:
21 LL = [norm(Pe1 -Pb1) ; norm(Pe2 -Pb2) ; norm(Pe3 -Pb3)];
22 end
4.2.2 Cinemática direta
Ao contrário do que foi feito na secção anterior, agora pretende-se descobrir a posição da
extremidade α, β, θ para um dado valor de comprimento dos cilindros Li. No entanto,
contrariamente ao que aconteceu com a cinemática inversa, em que as variáveis do es-
paço de junta se encontravam desacopladas, isto é, uma variável em cada equação, no
caso da cinemática direta, as variáveis do espaço operacional encontram-se fortemente
acopladas. Desta forma, para resolver o problema é necessário resolver o sistema de três
equações equivalentes a (4.1) em simultâneo. Considerando Li como o raio de uma esfera,
facilmente se depreende que o sistema de equações (4.7) a resolver, resulta na interseção
de três esferas. Geometricamente é possível perceber que a interseção de 3 esferas tem
como resultado 2 pontos no espaço (isto se os seus centros não forem coincidentes). Uma
vez que um destes pontos se encontra sempre fora do espaço de trabalho, o resultado do
sistema de equações (4.7) é evidentemente a posição da extremidade.
L21 = (Xe1 −Xb1)2 + (Ye1 − Yb1)2 + (Ze1 − Zb1)2
L22 = (Xe2 −Xb2)2 + (Ye2 − Yb2)2 + (Ze2 − Zb2)2
L23 = (Xe3 −Xb3)2 + (Ye3 − Yb3)2 + (Ze3 − Zb3)2
(4.7)
1Considera-se aqui o referencial local da base coincidente com o referencial global do modelo. Os
referenciais locais são uteis, pois no caso da construção dos elos, a geometria é representada relativamente
ao referencial local de cada elo.
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As coordenadas da extremidade dependem obviamente das variáveis do espaço ope-
racional, variáveis estas que se pretende descobrir. A substituição não foi efetuada, pois
dessa maneira o sistema de equações (4.7) tornar-se-ia muito extenso.
Como não se encontrou solução algébrica para o sistema de equações (4.7), teve-se de
recorrer a um método numérico para a resolução de sistemas de equações não-lineares.
Estes métodos consistem na determinação das soluções de um sistema de equações, tal
como o que se segue
f(x) = 0 (4.8)
ou no caso em estudo 
f1(α, β, θ) = 0
f2(α, β, θ) = 0
f3(α, β, θ) = 0
Para isso definiu-se as funções fi da seguinte forma
fi(α, β, θ) = (Xei −Xbi)2 + (Yei − Ybi)2 + (Zei − Zbi)2 − L2i = 0, i = 1, 2, 3 (4.9)
Existe uma grande variedade de métodos numéricos para a resolução de equações não
lineares. No entanto, aqui pretende-se resolver um sistema de equações não lineares, e
um dos métodos que mais facilmente se generaliza ao caso n-dimensional é o método de
Newton. Este método consiste em aproximar uma função f(x) pelo seu desenvolvimento
em série de Taylor, truncando a partir do termo que envolve a segunda derivada [42]. A
grande diferença consiste em que no caso unidimensional é usada a derivada da função,
enquanto que no caso n-dimensional se usa o Jacobiano de f .








Através de um palpite inicial x0, é resolvida a Equação (4.10) n vezes, até que
xn+1 ≈ xn.
xn+1 = xn − J−1f · f (4.10)






















Desta forma, tudo o que resta para completar o procedimento de cálculo da cinemática
direta, é a determinação do jacobiano de f .
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Cálculo do Jacobiano da função f
De forma a calcular o Jacobiano, ter-se-á de derivar as funções fi para i = 1, 2, 3 em
relação às variáveis (α, β, θ). Utilizando então a Equação (4.9) e derivando em relação a
α obtém-se a seguinte expressão
∂fi
∂α
= 2 · (Xei −Xbi)2 · ∂Xei
∂α
+ 2 · (Yei − Ybi)2 · ∂Yei
∂α
+ 2 · (Zei − Zbi)2 · ∂Zei
∂α
(4.12)





















o que leva a uma expressão significativamente mais compacta
∂fi
∂α
= Wi · ∂Pei
∂α
(4.14)
O raciocínio efetuado para a derivada em relação a α, pode ser igualmente feito para
β e θ obtendo-se as respetivas expressões
∂fi
∂β





= Wi · ∂Pei
∂θ
(4.16)
Sendo o ponto Pei obtido através da Expressão (4.5) é possível obter a sua derivada










= Tβ · pi (4.18)
∂Pei
∂θ
= Tθ · pi (4.19)
Note-se que nas expressões (4.18) e (4.19), as matrizes Tβ e Tθ representam as deri-
vadas da matriz de transformação T relativamente as variáveis β e θ, respetivamente. É
também importante referir que se considera aqui que a derivada de uma matriz é igual à
matriz das derivadas dos elementos dessa matriz. Desta forma, as derivadas da matriz T
relativamente às variáveis do espaço operacional, podem ser obtidas a partir das seguintes
expressões.





·Rot(y, β) ·Rot(z, θ) · Trans(z, L) (4.20)
Tβ = Rot(x, α) · ∂Rot(y, β)
∂β︸ ︷︷ ︸
DRot(y,β)
·Rot(z, θ) · Trans(z, L) (4.21)




Conciliando o grupo de equações (4.17), (4.18) e (4.19), com o grupo de equações
(4.14), (4.15) e (4.16), e substituindo em (4.11), obtém-se então a expressão do jacobiano
(4.23), que já é passível de ser calculada.
Jf =
 W1 · Tα · p1 W1 · Tβ · p1 W1 · Tθ · p1W2 · Tα · p2 W2 · Tβ · p2 W2 · Tθ · p2
W3 · Tα · p3 W3 · Tβ · p3 W3 · Tθ · p3
 (4.23)
Código em MatLab da função da cinemática direta
No Código em Matlab 4.2 é possível observar a implementação do procedimento para
o cálculo da cinemática direta descrito ao longo da presente sub-secção. Esta função
tem como parâmetros de entrada as variáveis do espaço de junta Li e alguns parâmetros
geométricos.
Código em MatLab 4.2: Função com a cinemática direta.
1 function [Pe0 Pe1 Pe2 Pe3 x] = DirKin_3Dof(LL ,L,p1 ,p2 ,p3,Pb1 ,Pb2 ,Pb3 ,x)
2 % [Pe0 Pe1 Pe2 Pe3 x] = DirKin_3Dof(LL,L,p1,p2,p3 ,Pb1 ,Pb2 ,Pb3 ,x)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % Pe0 - origem do Referencial Local da extremidade em coordenadas do
5 % Referencial Global;
6 % Pei - ponto de inserção do cilindro i na extremidade (Referencial Global)
7 % x - vector com os ângulos (radianos).
8 % Inputs -------------------------------------------------------------------
9 % LL - vetor 3x1 com os comprimento dos cilindros;
10 % L - comprimento do elo com comprimento fixo;
11 % pi - coordenada das extremidades dos cilindros no referêncial local;
12 % Pbi - coordenadas das bases dos cilindros no referêncial global;
13 % x - vector com os ângulos (radianos) - primeira estimativa;
14 % Nota: pi , Pbi e Pei são vetores coluna em coordenadas homogéneas.
15 % Programa -----------------------------------------------------------------
16 n = 1; er = 0.001; x2 = [1000 1000 1000] ';
17 while (abs(x2(1)-x(1))>er) || (abs(x2(2)-x(2))>er) || (abs(x2(3)-x(3))>er)
18 alpha = x(1); beta = x(2); teta = x(3); % ângulos:
19 % Pontos de contacto dos cilindros com a extremidade no referêncial global:
20 T = Rot('x',alpha)*Rot('y',beta)*Rot('z',teta)*Trans('z',L);
21 Pe1 = T*p1; Pe2 = T*p2; Pe3 = T*p3; % transformações
22 % Funções para as quais se pretender encontrar o zero:
23 f1 = ((norm(Pe1 -Pb1)^2) -(LL(1)^2)); f2 = ((norm(Pe2 -Pb2)^2) -(LL(2) ^2));
24 f3 = ((norm(Pe3 -Pb3)^2) -(LL(3)^2)); ff = [f1 f2 f3]';
25 % Derivadas das matrizes de transformação:
26 Ta = DRot('x',alpha)*Rot('y',beta)*Rot('z',teta)*Trans('z',L);
27 Tb = Rot('x',alpha)*DRot('y',beta)*Rot('z',teta)*Trans('z',L);
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28 Tt = Rot('x',alpha)*Rot('y',beta)*DRot('z',teta)*Trans('z',L);
29 % Relação das derivadas dos pontos com as derivadas das funções:
30 W1 = 2*(Pe1 -Pb1) '; W2 = 2*(Pe2 -Pb2)'; W3 = 2*(Pe3 -Pb3) ';
31 % Jacobiano:
32 JJ = [W1*Ta*p1 W1*Tb*p1 W1*Tt*p1 ; W2*Ta*p2 W2*Tb*p2 W2*Tt*p2 ;...
33 W3*Ta*p3 W3*Tb*p3 W3*Tt*p3];
34 % Cálculo iterativo:
35 x2 = x; % memoria da posição anterior
36 x = x - (JJ^-1)*ff; % cálculo dos ângulos
37 n = n + 1; if(n > 100);break;end; % próxima iteração
38 end
39 % Matriz de transformação:
40 T = Rot('x',x(1))*Rot('y',x(2))*Rot('z',x(3))*Trans('z',L);
41 % Coordenadas das extremidades dos cilindros:
42 Oe = [0 0 0 1]'; PP = T*[p1 p2 p3 Oe];
43 Pe1 = PP(:,1); Pe2 = PP(:,2); Pe3 = PP(:,3); Pe0 = PP(:,4);
4.3 Cálculo do Jacobiano Inverso do Modelo
Nesta secção, será calculado o Jacobiano Inverso do modelo proposto (Jacobiano Ana-
lítico). O Jacobiano consiste numa matriz constituída por um conjunto de derivadas
parciais de primeira ordem, e relaciona a variação das variáveis do espaço de junta com
a variação das variáveis do espaço operacional [36], traduzindo assim o impacto das pri-
meiras nas segundas. O efeito contrário é obtido através da matriz inversa do Jacobiano,
conhecida como Jacobiano Inverso.






























Ao contrário do que é costume, foi calculado o Jacobiano Inverso por uma questão
de conveniência na facilidade do cálculo. Note-se que à primeira vista, a matriz da
Equação (4.24) poderá parecer o Jacobiano, pois relaciona a variação de um ângulo
com um comprimento, mas lembre-se que neste modelo em particular, considerou-se
anteriormente os ângulos como variáveis operacionais, e os comprimentos como variáveis
de junta.
Para se efetuar o cálculo do Jacobiano Inverso da Equação (4.24), é necessário então
calcular as nove derivadas que o constituem. Inicia-se assim o cálculo escolhendo a
derivada do comprimento do elo i em relação a α. Para isso, deriva-se a Equação (4.6)
em relação a α, obtendo-se o seguinte resultado
2 · Li · ∂Li
∂α
= 2 · (Xei −Xbi) · ∂Xei
∂α
+ 2 · (Yei − Ybi) · ∂Yei
∂α
+ 2 · (Zei − Zbi) · ∂Zei
∂α
(4.25)
que poderá ser decomposto na multiplicação de dois vetores





















conduzindo assim a uma solução mais compacta como é exposto na seguinte expressão
∂Li
∂α
= Vi · ∂Pei
∂α
= Vi · Tα · pi (4.27)
Generalizando o raciocínio efetuado anteriormente para as restantes derivadas, obtém-
se então que a Jacobiana da Expressão (4.24) é dada pela seguinte matriz
JI =
 V1 · Tα · p1 V1 · Tβ · p1 V1 · Tθ · p1V2 · Tα · p2 V2 · Tβ · p2 V2 · Tθ · p2
V3 · Tα · p3 V3 · Tβ · p3 V3 · Tθ · p3
 (4.28)
No Código de MatLab 4.3 encontra-se então uma função que devolve o Jacobiano do
manipulador em estudo, mediante a geometria e posição do modelo.
Código em MatLab 4.3: Função para o cálculo da matriz jacobiana do modelo.
1 function J = jacobina_3Dof(x,LL ,L,p1,p2 ,p3,Pb1 ,Pb2 ,Pb3 ,Pe1 ,Pe2 ,Pe3)
2 % J = jacobina_3Dof(x,LL,L,p1,p2,p3,Pb1 ,Pb2 ,Pb3)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % J - matriz jacobiana do modelo (3x3).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % x - vector com os ângulos (radianos);
7 % LL - vetor 3x1 com os comprimento dos cilindros;
8 % L - comprimento do eixo com comprimento fixo;
9 % pi - coordenadas das extremidades dos cilindros no Referêncial Local;
10 % Pbi - coordenadas das bases dos cilindros no Referêncial Global;
11 % Nota: pi , Pbi e Pei são vetores coluna em coordenadas homogéneas.
12 % Programa -----------------------------------------------------------------
13 alpha = x(1); beta = x(2); teta = x(3); % ângulos:
14 % Derivadas das matrizes de transformação:
15 Ta = DRot('x',alpha)*Rot('y',beta)*Rot('z',teta)*Trans('z',L);
16 Tb = Rot('x',alpha)*DRot('y',beta)*Rot('z',teta)*Trans('z',L);
17 Tt = Rot('x',alpha)*Rot('y',beta)*DRot('z',teta)*Trans('z',L);
18 % Relação das derivadas dos pontos com as derivadas das funções:
19 V1 = (1/LL(1))*(Pe1 -Pb1) '; V2 = (1/LL(2))*(Pe2 -Pb2)'; V3 = (1/LL(3))*(Pe3 -Pb3) ';
20 % Jacobiano:
21 J = [V1*Ta*p1 V1*Tb*p1 V1*Tt*p1 ; V2*Ta*p2 V2*Tb*p2 V2*Tt*p2 ;...
22 V3*Ta*p3 V3*Tb*p3 V3*Tt*p3];
23 end
4.4 Análise de Forças em Regime Estático
Nesta secção são calculas as forças que os cilindros têm de exercer de forma a suportar um
momento −→τe gerado por uma força externa −−→Fext aplicada na extremidade do manipulador.
O cálculo será efetuado em regime estático, isto é, questões dinâmicas como acelerações,
massa e inércia, não serão tidas em conta.
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Na Figura 4.5 encontra-se representado um diagrama de corpo livre, com as forças
aplicadas na extremidade. Em caso de equilíbrio estático, existem duas condições que se


























Figura 4.5: Diagrama de forças da extremidade.
Como o objetivo é calcular as forças dos cilindros e não a força
−→
Fc, apenas será
necessário a utilização da condição (4.30). Na Expressão (4.30) utilizou-se a rotula do
ponto O, mas poderia-se ter utilizado outra rotula da extremidade, apenas se utilizou
esta por uma questão de conveniência nos cálculos. Torna-se então necessário definir os
seguintes vetores
−→ri = Pei −O = Pei (4.31)
como a distância entre o ponto de aplicação das forças dos cilindros Fi e o ponto onde











−→ri − Pbi = Pei − Pbi (4.33)
Assim, tem-se que
−→
Fi = Fi · −→ei (4.34)
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onde
Fi = ‖−→Fi‖ (4.35)
corresponde ao valor absoluto da força exercida pelo cilindro.
Somando todos os momentos aplicados na extremidade e substituindo-se na Expressão
(4.30), obtém-se que
−→r1 ×−→F1 +−→r2 ×−→F2 +−→r3 ×−→F3 +−→τe = −→0 (4.36)
de onde se pode tirar
−→r1 ×−→e1 · F1 +−→r2 ×−→e2 · F2 +−→r3 ×−→e3 · F3 = −−→τe (4.37)
o que pode ser reorganizado de forma matricial
[ −→r1 ×−→e1 −→r2 ×−→e2 −→r3 ×−→e3 ] ·
 F1F2
F3
 = −−→τe (4.38)
de modo a obter-se o seguinte resultado
 F1F2
F3
 = −([ −→r1 ×−→e1 −→r2 ×−→e2 −→r3 ×−→e3 ]︸ ︷︷ ︸
Jt
)−1 · −→τe (4.39)
que poderá ser compactado na Expressão (4.40).
 F1F2
F3
 = −J−1t · −→τe (4.40)
A matriz Jt que aparece nas expressões (4.39) e (4.40) representa a relação entre as
forças efetuadas pelos cilindros e um momento externo −→τe aplicado à extremidade. Como
se verá mais à frente, esta matriz tem algumas particularidades que convêm ser aqui
estudadas. No entanto, antes disso, é ainda possível simplificar o cálculo desta matriz,
de modo a ser mais facilmente implementada uma função em MatLab que calcule as
forças dos cilindros.
Assim, as colunas da matriz Jt podem ser descritas pelo primeiro termo apresentado
no conjunto de relações (4.41). Na primeira simplificação é substituído o vetor diretor da
força através da Expressão (4.32), de seguida é ainda feita uma substituição com base em
(4.33), que permite obter as colunas apenas em função das coordenadas das inserções dos
cilindros na base e extremidade. Na penúltima simplificação é feito uso do conhecimento
que a distância entre os pontos de inserção dos cilindros é igual ao comprimento do
cilindro, relação esta expressa em (4.1), obtendo-se por fim uma relação composta por
parâmetros já conhecidos das secções anteriores.
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= Pei × Pei − Pbi‖Pei − Pbi‖
=






Desta forma o Jacobiano que relaciona as forças com os momentos (Jacobiano Geo-











É agora possível calcular as forças exercidas pelos cilindros em regime estático através
da função ilustrada no extrato de Código em MatLab 4.4.
Código em MatLab 4.4: Função para o cálculo das forças em regime estático.
1 function FF = staticforce_3Dof(tau ,LL,Pe1 ,Pe2 ,Pe3 ,Pb1 ,Pb2 ,Pb3)
2 % FF = staticforce_3Dof(L,p1,p2,p3 ,Pb1 ,Pb2 ,Pb3)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % FF - vetor 3x1 com as forças exercidas por cada cilindro em regime estático.
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % LL - vetor 3x1 com os comprimento dos cilindros;
7 % Pei - coordenada das extremidades dos cilindros no referêncial global;
8 % Pbi - coordenadas das bases dos cilindros no referêncial global;
9 % Nota: pi e Pbi são vetores coluna em coordenadas homogéneas.
10 % Programa -----------------------------------------------------------------
11 Jt = [(1/LL(1)).*cross(Pb1 (1:3),Pe1 (1:3)) (1/LL(2)).*cross(Pb2 (1:3),Pe2 (1:3))...
12 (1/LL(3)).* cross(Pb3 (1:3),Pe3 (1:3))]; % jacobiano da força
13 FF = -(Jt^(-1))*tau; % forças
14 end
4.5 Estudo das Singularidades
Grande parte do manipuladores robóticos têm configurações onde a Matriz Jacobiana é
singular, isto é, não admite inversa. Assim, nas proximidades de uma singularidade, o
Jacobiano Inverso torna-se mal condicionado. A situação de singularidade, corresponde:
ou a uma situação em que o manipulador perdeu graus de liberdade, ou seja, por algum
motivo é fisicamente impossível para o manipulador mover-se em determinadas direções
(anulação do determinante do Jacobiano direto); ou a uma situação em que o manipulador
ganha graus de liberdade não controlados, isto é, a extremidade pode mover-se sem que
os atuadores se movam (anulação do determinante do Jacobiano inverso).
Uma vez que só se obteve o Jacobiano inverso, apenas serão estudadas a singularidades
correspondentes.
Considere-se então uma dada configuração, em que as inserções se encontram dispos-
tas simetricamente ao eixo z. No caso da base, os pontos Pbi estão dispostos sobre um
plano perpendicular ao eixo z ao longo de uma circunferência centrada em z e distados
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de um ângulo de 120◦. O mesmo se aplica aos pontos da extremidade relativamente ao
referencial local da mesma.
No extrato de Código em MatLab 4.5 encontram-se especificadas as coordenadas dos
pontos Pbi e pi, conforme descrito anteriormente.
Código em MatLab 4.5: Parâmetros geométricos do modelo - geometria inicial.
1 %--------------------------------------------------------------------------
2 % Parâmetros Geométricos:
3 %--------------------------------------------------------------------------
4 L = 100; % comprimento do elo principal de ligação
5 DD = 50; % distância da base dos cilindros ao centro da base
6 Pb1 = [DD 0 -20 1]';
7 Pb2 = [-DD*sind (30) DD*cosd (30) 0 1]';
8 Pb3 = [-DD*sind (30) -DD*cosd (30) 0 1]';
9 dd = 20; % distância da extremidade dos cilindros ao centro da extremidade
10 p1 = [dd 0 0 1]';
11 p2 = [-dd*sind (30) dd*cosd (30) 0 1]';
12 p3 = [-dd*sind (30) -dd*cosd (30) 0 1]';
Para se descobrir as posições de singularidade, de forma a serem evitadas, é necessário
calcular para que posições é que o determinante da matriz do Jacobiano inverso (4.28) se
anula. No entanto, uma vez que não se tem propriamente uma expressão algébrica para
o Jacobiano inverso, não é possível obter uma relação que expresse as posições para as
quais o Jacobiano inverso é singular.
Uma solução seria então calcular o determinante do Jacobiano inverso para todo o
espaço de trabalho anatómico. Define-se aqui como espaço de trabalho anatómico do
manipulador, como o espaço de trabalho alcançado pelo manipulador quando este se
encontra dentro dos limites anatómicos médios de um indivíduo. Os valores utilizados
foram obtidos através das amplitudes médias das articulações fornecidas na Secção 3.3,
a explicação de como foram obtidos encontra-se dada mais à frente na Secção 6.2, e na
Tabela 4.1 encontram-se os intervalos das variáveis operacionais. Esta solução também
não resulta, pois como só são testados um conjunto finito de pontos neste espaço de
trabalho, só por muita sorte é que se conseguem obter aqueles que precisamente anulam
o determinante do Jacobiano inverso.
Tabela 4.1: Amplitudes anatómicas para as variáveis operacionais.
Variáveis Designação Amplitude
α protacção e retracção do ombro [-30◦,30◦]
β abdução e adução do ombro [0◦,60◦]
θ flexão e hiperextensão do ombro [-110◦,80◦]
Desta forma, foi testada uma outra abordagem, que consiste em analisar o sinal do
determinante do Jacobiano inverso, representando num gráfico tridimensional, para cada
conjunto de coordenadas (α, β, θ), os determinantes positivos como pontos verdes e os
determinantes negativos como pontos vermelhos, como se pode verificar na Figura 4.6.
Como a Figura 4.6 não é muito clara em relação ao resultado que se pretende aqui
reproduzir, foi estudada uma porção particular do espaço de trabalho, apenas a título
ilustrativo. Assim, na Figura 4.7 encontram-se as posições para as quais o determinante
do Jacobiano inverso é negativo num espaço de trabalho que não o anatómico.
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Já na Figura 4.8 encontram-se representados os pontos para os quais o determinante
















Det(J ) < 0
Det(J ) > 0















Det(J ) < 0
Figura 4.7: Determinante negativo do Jacobiano inverso num espaço de trabalho parti-
cular.
Como se pode verificar nas figuras 4.7 e 4.8, os determinantes negativos e positivos
encontram-se em duas zonas distintas do espaço de trabalho, e como até agora ainda não
se utilizaram funções não contínuas, conclui-se que o determinante do Jacobiano inverso
seja também uma função contínua, ou seja, na transição entre os determinantes negativos
e positivos, o determinante tem necessariamente de se anular, pelo que existe no espaço de
trabalho uma superfície que divide as duas zonas identificadas anteriormente, superfície
esta que corresponde às posições onde o determinante do Jacobiano inverso se anula.
Na Figura 4.9 foram representados os determinantes negativos e positivos em simul-
tâneo, mas somente aqueles inferiores a um determinado valor, desta forma consegue-se
assim identificar claramente a superfície referida anteriormente, e é ainda possível ve-
rificar que a forma desta superfície se assemelha muito a um paraboloide hiperbólico
[29].
















Det(J ) > 0
Figura 4.8: Determinante positivo do Jacobiano inverso num espaço de trabalho parti-
cular.
Existem portanto duas maneiras de evitar esta superfície de singularidades: uma é
fazer uma identificação da mesma através de uma expressão algébrica, por exemplo a
expressão de um paraboloide hiperbólico, e de seguida evitar todas as posições próximas
desse plano; outra é tentar alterar a disposição dos cilindros de forma a retirar a superfície















Det(J ) < 0
Det(J ) > 0
Figura 4.9: Superfície do espaço de trabalho onde o determinante do Jacobiano inverso
é nulo.
Por fim, vale a pena mencionar que todos os gráficos tridimensionais realizados com
o sinal do determinante do Jacobiano inverso do modelo foram também realizados para
o determinante do Jacobiano Jt que relaciona as forças efetuadas pelos cilindros Fi e
um momento externo −→τe . Os gráficos obtidos são exatamente iguais para ambos os
Jacobianos, sendo que estes são diferentes, e os determinantes são também diferentes. O
que leva a concluir que apesar se serem diferentes, ambos os Jacobianos se apresentam
singulares nas mesmas posições, o que fisicamente não será complicado de entender,
pois vem comprovar que estas posições singulares correspondem às posições em que os
cilindros não são capazes de suportar determinados momentos.
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Como se pode averiguar na Expressão (4.39), as colunas do Jacobiano t correspondem
a 3 vetores com a direção dos momentos criados pelos cilindros na extremidade quando
aplicam uma força. Verificou-se que as posições de singularidade correspondem a posi-
ções em que estes vetores são todos perpendiculares a um mesmo plano. Isto significa,
que para determinadas configurações, o manipulador só consegue aguentar momentos
aplicados perpendicularmente a esse plano. Esta observação está em completo acordo
com o que foi aqui referido anteriormente, ou seja, ouve perda de graus de liberdade,
pois em determinados pontos o manipulador deixa de atuar num espaço tridimensional
passando a atuar num espaço bidimensional.
4.6 Refinamento da Geometria do Modelo
Na Secção anterior verificou-se que existe uma zona do espaço de trabalho do manipulador
para o qual este é singular, isto é, existe perda de graus de liberdade, sendo que nessa
zona fica impossibilitado de se mover ou realizar esforço em determinadas direções.
Por outro lado, a superfície em que o manipulador se apresenta singular, apresentada
na Figura 4.9, é definida para uma dada geometria do manipulador, geometria esta
especificada no Código em MatLab 4.5. O objetivo desta secção será então modificar a
geometria inicial por forma a que deixem de existir posições singulares dentro do espaço
de trabalho anatómico.
Para isso, foi efetuada uma alteração ao espaço de trabalho anatómico, no sentido de
facilitar a busca por uma geometria sem singularidades. Considera-se que a amplitude de
hiperextensão do ombro θ de 110◦ é excessiva, uma vez que só é atingível passivamente
e não ativamente, foi portanto reduzido este valor para 50◦, nas simulações efetuadas ao
longo desta secção.
Na Figura 4.10 representa-se o sinal do determinante do Jacobiano inverso no novo
espaço de trabalho.
Para descobrir uma geometria livre de singularidades, foi selecionado um conjunto
finito de pontos S do espaço de trabalho representado na Figura 4.10. Este conjunto S
é constituído por um conjunto de vetores constituídos por α, β, e θ. Para cada vetor do
conjunto, é analisado o sinal do determinante do Jacobiano inverso. Foi então definida
uma medida do sinal dos diferentes vetores de S, que não é mais que o somatório dos
vários sinais, sendo que um sinal positivo é representado por um 1, e um sinal negativo
por um -1, isto é, caso metade dos vetores de S se encontrarem numa zona onde o
determinante é negativo e a outra metade numa zona onde o determinante do Jacobiano
inverso é positivo, então esta medida será nula. Esta medida definida s encontrará o
seu máximo quando todos os vetores selecionados se encontrarem numa zona onde o
determinante do Jacobiano inverso tem o mesmo sinal, e isso significará que no espaço de
trabalho não existe variação do sinal do determinante, logo não existem singularidades,
caso a seleção desses pontos seja suficientemente representativa do espaço de trabalho.
No caso particular em estudo tentar-se-á maximizar esta medida s, sendo que esta será
necessariamente positiva, o que significa que se está à procura de um espaço de trabalho
em que o determinante do Jacobiano inverso é sempre positivo.
Caso a medida s seja igual em vários pontos do mesmo espaço, o segundo critério de
decisão será a maximização do somatório do determinante para o conjunto de configura-
ções dadas pelo conjunto de vetores S.















Det(J ) < 0
Det(J ) > 0
Figura 4.10: Sinal do determinante do Jacobiano inverso para o modelo com geometria
inicial.
O processo de otimização constará na variação da inserção de um dos cilindros no
espaço de trabalho ao longo de uma grelha definida previamente. Deste varrimento pelas
varias posições resultará um gráfico semelhante ao da Figura 4.13 em que a gradação
de cores representa p valor de s para os diferentes pontos de inserção do cilindro 1,
sendo que a cor vermelha corresponde a um valor elevado, e o azul a um valor reduzido.
Deste conjunto de coordenadas é então escolhida a coordenada que melhor corresponde
aos critérios de seleção definidos acima. De seguida é mantida esta coordenada, e é
realizado o mesmo processo para outra inserção de outro cilindro. Desta forma, vão












Figura 4.11: Gradação de cores medindo a melhor localização do espaço operacional para
inserção do cilindro 1.
Apesar de se ter verificado que o processo descrito acima convergia em grande parte
das simulações, para a configuração que será apresentada apenas se esperou até o primeiro
critério ser satisfeito, isto é, até o sinal de todos os pontos de teste S ser positivo, como
se pode verificar pela Figura 4.12.
É então possível para um espaço de trabalho mais reduzido, obter uma geometria















Det(J ) > 0
Figura 4.12: Sinal do determinante do Jacobiano inverso para o modelo com geometria
final.
para a qual não existam pontos singulares. É preciso agora analisar se essa geometria é
fisicamente ou construtivamente realizável.
Na Figura 4.13 estão então representadas esquematicamente a geometria inicial, e
a geometria obtida após a aplicação do algoritmos explicado acima. Como se pode
verificar, o resultado obtido além de não ser muito inteligível, é bastante distorcido
geometricamente, o que poderá levar a forças muito elevadas, e até à colisão entre os
cilindros.
Além disso a solução encontrada nem se aplica ao espaço de trabalho total defi-
nido inicialmente, para o qual o algoritmo converge, mas não numa geometria livre de
singularidades. Conclui-se assim que deverá encontrar-se outra forma de lidar com as sin-
gularidades. As duas formas de evitar as singularidades para além de alterar a geometria
do modelo serão simplesmente evitar determinadas zonas do espaço de trabalho ou adici-
onar um quarto cilindro, tornando o manipulador redundante e utilizando a redundância
para evitar as singularidades.
(a) Geometria inicial (b) Geometria final
Figura 4.13: Representação da geometria inicial e final do modelo do ombro.
Capítulo 5
Modelação Cinemática do Membro
Superior
Deduz-se a cinemática direta e o Jacobiano para dois manipuladores série com 4 e 7
graus de liberdade, utilizando para isso a convenção de Denavit-Hartenberg.
Definem-se os conceitos de manipulabilidade e espaço nulo para manipuladores
redundantes. Apresentam-se um método exato e aproximado de resolução de
redundâncias, para os quais se deduzem alguns algoritmos para a realização de
tarefas adicionais.
5.1 Introdução
No capítulo anterior foi estudada uma solução paralela de forma a adicionar três graus
de liberdade aos já habitualmente representados num braço humanoide. No entanto, da
adição de graus de liberdade a um manipulador advém uma acrescida complexidade, que
se prende com o fato de tornar o manipulador redundante. Um manipulador é redundante
quando possui mais graus de liberdade que os necessário para estabelecer uma posição
e orientação arbitrárias do último elo, dentro do seu espaço de trabalho [21]. Podem-se
ainda considerar manipuladores hiper-redundantes, aqueles que têm um grande número
de graus de liberdade redundantes [51].
Mais à frente, no próximo capítulo, será então estudado o benefício da introdução de
três graus de liberdade. Para isso, será aqui considerado como modelo original um braço
robótico com 4 graus de liberdade, constituído pelo braço e ante-braço, com uma junta
esférica, representando a articulação gleno-umeral, e uma junta de revolução ligando o
ante-braço ao braço, representando o complexo articular do cotovelo. Um segundo mo-
delo contemplará os graus de liberdade do modelo original mais os graus de liberdade
estudados no capítulo anterior. No entanto, por uma questão de simplificação dos cál-
culos, não será considerado o mecanismo paralelo, uma vez que cinematicamente este
é equivalente ao mecanismo série, isto é, são ambos capazes de efetuar os mesmos mo-
vimentos com as mesmas velocidades, e porque os limites de junta que vêm do estudo
da biomecânica, são dados em relação às rotações e não aos comprimentos máximos e
mínimos dos cilindros utilizados no mecanismo paralelo.
Neste capítulo serão abordadas algumas metodologias para a obtenção das configu-
rações de junta para uma dada posição da extremidade segundo um dado critério, como
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por exemplo, evitar os limites de junta ou um dado obstáculo. Aqui apenas será conside-
rada a posição tridimensional do último elo ou extremidade. A sua orientação não será
tida em conta; assim sendo, neste caso particular é considerado manipulador redundante
qualquer manipulador com mais de três graus de liberdade.
Assim sendo, na seguinte secção são definidos alguns parâmetros cinemáticos de
acordo com a metodologia de Denavit-Hartenberg.
5.2 Parâmetros Cinemáticos Denavit-Hartenberg
Para o estudo dos manipuladores foi desenvolvida por Denavit e Hartenberg (1955) uma
convenção que facilita grandemente a obtenção da matriz de transformação do referen-
cial local do último elo, no referencial global. Não será aqui detalhada a convenção de
Denavit-Hartenberg, pois não enriqueceria o texto e, além disso poderão ser facilmente
encontradas em livros de referência de robótica [36].
No entanto, numa breve descrição, a convenção de Denavit-Hartenberg consiste em
atribuir os referenciais locais de cada elo de forma a que o eixo z coincida com o eixo de
rotação (no caso de juntas rotacionais), e que o eixo x seja colocado numa direção tal
que seja perpendicular aos eixos z desse elo e do anterior. Após a colocação correta dos
diversos referenciais locais, são obtidos, por exemplo em forma de tabela, um conjunto de
4 parâmetros cinemáticos para cada elo Li, αi, di, θi, que de uma forma grosseira podem
ser descritos como: a distância e o ângulo entre o eixo z do elo i e o eixo z do elo anterior,
usando como referência o eixo x do elo i (Li e αi, respetivamente); e a distância e o
ângulo entre eixo x do elo i e o eixo x do elo anterior, usando como referência o eixo z
do elo anterior (di e θi, respetivamente).
Após a obtenção dos parâmetros para todos os elos, estes são substituídos numa
matriz de transformação conforme a Expressão 5.1. Para a obtenção da matriz de trans-
formação total, isto é, transformação das coordenadas dos pontos no referencial do último
elo N para o referencial inicial 0, basta pós-multiplicar as diversas matrizes de transfor-
mação, como é feito na Expressão 5.2.
i−1Ai = Rot(z, θi) · Trans(z, di) · Trans(x, Li) ·Rot(x, αi)
=

cos(θi) − sin(θi) 0 0
sin(θi) cos(θi) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 ·

1 0 0 Li
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1
 ·

1 0 0 0
0 cos(αi) − sin(αi) 0
0 sin(α) cos(α) 0




cos(θi) − sin(θi) · cos(αi) sin(θi) · sin(αi) Li · cos(θi)
sin(θi) cos(θi) · cos(αi) − cos(θi) · sin(αi) Li · sin(θi)
0 sin(αi) cos(αi) di




0A1 · 1A2 · · ·i−1Ai · · ·N−1AN (5.2)
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Nas seguintes sub-secções serão apresentados os esquemas com os sistemas de coor-
denadas locais para os braços com 4 e 7 graus de liberdade, serão também apresentadas
tabelas com os parâmetros cinemáticos descritos anteriormente.
5.2.1 Parâmetros do braço com 4 graus de liberdade
Na Figura 5.1 encontra-se um esquema com os referenciaiss locais dos vários elos para o
braço com 4 graus de liberdade. Foi considerado um referencial adicional de referência
cujo eixo z coincide com o eixo anatómico longitudinal, e o eixo x tem a mesma direção do
eixo antero-posterior. A interseção dos eixos z0, z1, e z2 representa a junta correspondente
à articulação gleno-umeral. Na Tabela 5.1 encontram-se os parâmetros cinemáticos de















Figura 5.1: Esquema com os sistemas de coordenadas do braço com 4 graus de liberdade.
Tabela 5.1: Parâmetros cinemáticos Denavit-Hartenberg para o braço com 4 graus de
liberdade.
i Li αi di θi
1 0 90° 0 90°+θ1
2 0 -90° 0 -90°+θ2
3 0 -90° -L3 0°+θ3
4 L4 0° 0 -90°+θ4
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5.2.2 Parâmetros do braço com 7 graus de liberdade
Na Figura 5.2 encontra-se um esquema com os referenciaiss locais dos vários elos para o
braço com 7 graus de liberdade. Na Tabela 5.2 encontram-se os parâmetros cinemáticos
de acordo com o esquema da Figura 5.2.
Como se pode observar na Figura 5.2, é adicionada uma junta esférica, representada
aqui como a interseção dos eixos z0, z1, e z2, antes da junta esférica que representa a
articulação gleno-umeral.
Sendo que a distância da junta gleno-umeral ao centro do corpo se mantém igual nos








z2 ≡ x0 ≡ x1
z1








Figura 5.2: Esquema com os sistemas de coordenadas do braço com 7 graus de liberdade.
Tabela 5.2: Parâmetros cinemáticos Denavit-Hartenberg para o braço com 7 graus de
liberdade.
i Li αi di θi
1 0 90° 0 0°+θ1
2 0 90° 0 90°+θ2
3 0 -90° L2 0°+θ3
4 0 90° 0 0°+θ4
5 0 -90° 0 -90°+θ5
6 0 90° -L3 0°+θ6
7 L4 0° 0 -90°+θ7
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5.3 Cálculo da Cinemática Direta
Uma vez que apenas se vão considerar as coordenadas da extremidade e não a sua orien-
tação, a obtenção da cinemática direta resume-se à obtenção da última coluna da matriz
de transformação total. Atenção que a matriz transformação obtida através da Expressão
5.2 não é em relação ao referencial de referência, para isso é necessário considerar uma
transformação inicial como se pode ver na Expressão 5.3, que no caso do braço com 4
graus de liberdade é dada pela Expressão 5.4 e no caso do braço com 7 graus de liberdade
é dada por 5.5.
RTN = Tinit · 0TN (5.3)
Tinit = Trans(x, L12) ·Rot(x, 90°) (5.4)
Tinit = Trans(x, L1) (5.5)
Desta forma, no Código de MatLab 5.1 encontra-se implementada uma função que
devolve as coordenadas da extremidade em função da Tabela de Denavit e dos diversos
ângulos de junta. Esta função só tem em conta juntas rotacionais e não juntas prismáti-
cas, no entanto pode ser aplicada para um manipulador com N elos.
Código em MatLab 5.1: Função com a cinemática direta para um manipulador série.
1 function x = dirkin(DH,Ti,q)
2 % x = dirkin(DH,q)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % x - vetor com as coordenadas no espaço operacional (3x1).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
7 % Ti - transformação inicial;
8 % q - vetor com os ângulos das juntas em radianos (Nelosx1).
9 % Programa -----------------------------------------------------------------
10 Nelos = size(DH ,1); TT = Ti;
11 for i=1: Nelos; l = DH(i,:); t = q(i); TT = TT*T(l,t); end; x = TT(1:3 ,4);
12 end
Já a matriz de transformação de cada elo, isto é, a matriz de transformação referente
a cada linha da Tabela de parâmetros cinemáticos de Denavit, pode ser calculada com a
função do pedaço de Código de MatLab 5.2.
Código em MatLab 5.2: Função que devolve a matriz de transformação para uma dada
linha da Tabela de Denavit.
1 function T = T(LDH ,tt)
2 % T = T(LDH ,t)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % T - matriz de transformação (4x4) para uma dada linha da Tabela de Denavit.
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % LDH - linha da matriz de Denavit;
7 % tt - ângulo de rotação em radianos.
8 % Programa -----------------------------------------------------------------
9 L = LDH(1); a = LDH (2); d = LDH(3); t = LDH(4) + tt;
10 T = [cos(t) -cos(a)*sin(t) sin(a)*sin(t) cos(t)*L; sin(t) cos(a)*cos(t)...
11 -sin(a)*cos(t) sin(t)*L; 0 sin(a) cos(a) d; 0 0 0 1];
12 end
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5.4 Cálculo do Jacobiano
Na Secção 4.3 foi explicado o significado do Jacobiano de um manipulador. Assim, sendo
no caso de um manipulador com N juntas rotacionais e nenhuma junta prismática, em
que no espaço operacional apenas são consideradas as coordenadas da extremidade do
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e a derivada da matriz de transformação RTN em relação a θi é obtida através da
Expressão 5.10, em que só a matriz de transformação do elo i é que é derivada em








· · ·N−1AN (5.10)
Desta forma, é agora possível implementar uma função em MatLab que calcule o
Jacobiano de um manipulador série conforme exposto no Código em MatLab 5.3. Note-
se que à semelhança da função que calcula a cinemática direta do manipulador série, a
função exposta em 5.3 também calcula o jacobiano para manipuladores série com N elos,
em que as juntas são todas rotacionais.
1Em rigor esta expressão não é exatamente igual ao Jacobiano pois como se estão a utilizar coorde-
nadas homogéneas, é aqui acrescentada uma linha de zeros no final da matriz. No entanto, para efeitos
de formalismo não se irá considerar esse fato.
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Código em MatLab 5.3: Função que devolve o Jacobiano de um manipulador série.
1 function J = jacobino(DH,Ti ,q)
2 % J = jacobino(DH,T)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % J - matriz jacobiana do modelo (3 xNelos).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
7 % Ti - transformação inicial;
8 % q - vetor com os angulos das juntas em radianos (Nelosx1).
9 % Programa -----------------------------------------------------------------
10 Nelos = size(DH ,1); TT = repmat(Ti ,[1 1 Nelos]);
11 for i=1: Nelos % percurrer as diferentes matrizes de rotação
12 l = DH(i,:); t = q(i); tt = T(l,t); dt = DT(l,t);
13 for i2=1: Nelos % percorrer as diferentes colunas do Jacobiano
14 if i==i2; tt2 = dt; else tt2 = tt; end; TT(:,:,i2) = TT(:,:,i2)*tt2;
15 end
16 end
17 J = zeros(3,Nelos); for i=1: Nelos; J(:,i) = TT(1:3,4,i); end
18 end
A derivada da matriz de transformação do elo i, designada na Expressão 5.10 por
DAi é calculada utilizando a função contida no pedaço de Código de MatLab 5.4, esta






− sin(θi) − cos(θi) · cos(αi) cos(θi) · sin(αi) −Li · sin(θi)
cos(θi) − sin(θi) · cos(αi) sin(θi) · sin(αi) Li · cos(θi)
0 0 0 0
0 0 0 0

(5.11)
Código em MatLab 5.4: Função que devolve a derivada da matriz de transformação para
uma dada linha da Tabela de Denavit.
1 function T = DT(LDH ,tt)
2 % T = DT(LDH ,tt)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % T - matriz de transformação (4x4) para uma dada linha de Denavit.
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % LDH - linha da matriz de Denavit;
7 % tt - ângulo de rotação em radianos.
8 % Programa -----------------------------------------------------------------
9 L = LDH(1); a = LDH (2); t = LDH(4) + tt;
10 T = [-sin(t) -cos(a)*cos(t) sin(a)*cos(t) -sin(t)*L; cos(t) -cos(a)*sin(t)...
11 sin(a)*sin(t) cos(t)*L; 0 0 0 0; 0 0 0 0];
12 end
5.5 Conceito de Manipulabilidade
Nesta secção serão introduzidos os conceitos de elipsoide de manipulabilidade e medida de
manipulabilidade cinemática, conceitos estes bastante relevantes no estuda da cinemática
de um manipulador.
Desta forma, considere-se o conjunto de todas as velocidades da extremidade x˙ que
são geradas por um conjunto de velocidades de junta q˙, de tal forma que a sua norma
euclideana (Equação 5.12) satisfaz a condição ‖q˙‖ ≤ 1.





2 + · · ·+ θ˙2n (5.12)
O conjunto de velocidades descritos anteriormente corresponde a uma elipsoide no
espaço euclidiano com dimensãom, sendo m o número de variáveis consideradas no espaço
operacional do manipulador. Nos exemplos que se tem vindo a estudar ao longo deste
capítulo, apenas se tem considerado as posições da extremidade no espaço tridimensional,
pelo que m = 3. Desta forma, este elipsoide pode ser representado tridimensionalmente
como se pode verificar na Figura 5.3.
Figura 5.3: Elipsoide de manipulabilidade.
Fisicamente, este elipsoide traduz a facilidade com que o manipulador se pode movi-
mentar em determinadas direções, isto é, a direção do maior eixo do elipsoide corresponde
à direção que a extremidade se pode deslocar com maior velocidade (para o mesmo ‖q˙‖).
Por outro lado, a direção do menor eixo do elipsoide corresponde à direção em que a
extremidade se pode deslocar com menor velocidade. Se o elipsoide degenerar numa
esfera, significa que a extremidade se pode deslocar em todas as direções com a mesma
velocidade máxima. Também, quanto maior o elipsoide, maiores as velocidades que a
extremidade é capaz de alcançar. Desta forma, este é designado por elipsoide de mani-
pulabilidade, uma vez que representa a facilidade de manipulação [57].
É então possível obter os principais eixos do elipsoide de manipulabilidade por inter-
médio da decomposição em valores singulares da matriz J .
J = UΣV T (5.13)
onde U contém os vetores diretores dos eixos principais do elipsoide e Σ contém os valores
singulares de J , a cada valor singular corresponde uma dada direção do elipsoide, sendo
que estes refletem a dimensão desse eixo.
Uma das medidas mais utilizadas para averiguar a facilidade de manipulação é pro-
porcional ao volume do elipsoide de manipulabilidade. Representada por w é designada




det (J(q) · JT (q)) (5.14)
5.6. Manipuladores Redundantes - O Espaço Nulo 61
O elipsoide e a medida de manipulabilidade foram obtidos através do Jacobiano do
manipulador, mas como se encontra largamente difundido na bibliografia ([57] e [36]),
o Jacobiano transposto relaciona também a força exercida f pela ou na extremidade, e
os momentos sentidos nas juntas eixos rotativos τ necessários para suportar essa mesma
força, como se pode ver pela Expressão
τ = JT (q) · f (5.15)
Desta forma, também é possível obter um elipsoide para a força, que definirá a ca-
pacidade do manipulador realizar mais ou menos força em determinadas direções e com
determinadas configurações. Para isso basta utilizar o Jacobiano transposto na expres-
sões 5.13 e 5.14 em vez do Jacobiano.
Em termos das características deste novo elipsoide, este vai ter um volume inversa-
mente proporcional à medida de manipulabilidade estudada anteriormente. A dimensão
dos eixos é também inversamente proporcional aos eixos do elipsoide de manipulabili-
dade. Assim, a direção para a qual é gerada uma maior força correspondente à direção
para a qual a manipulabilidade é inferior, e vice-versa [57].
5.6 Manipuladores Redundantes - O Espaço Nulo
A velocidade linear da extremidade de um manipulador pode ser relacionada com a
velocidade angular das juntas através da seguinte expressão
x˙ = J(q) · q˙ (5.16)
em que x˙ representa a velocidade da extremidade, q˙ contém as velocidades das diferentes
juntas, e J(q) é o Jacobiano do manipulador.
Do ponto de vista matemático a Equação 5.16 tem uma interpretação interessante.
O conjunto de todas as velocidades de junta admissíveis q˙ formam um espaço matemá-
tico com dimensão N×1 que é um subespaço de RN . Também o conjunto de todas as
velocidades da extremidade admissíveis x˙ formam um espaço matemático com dimensão
m×1 que é um subespaço de Rm. Assim, a matriz Jacobiana J(q) pode ser interpretada
como uma transformação linear de um espaço vetorial RN para um espaço vetorial Rm
[22].
Da mesma forma que qualquer outra transformação linear, o espaço dos vetores RN do
Jacobiano tem associado um subespaço muito importante. O espaço nulo do Jacobiano,
é o subespaço dos vetores RN do Jacobiano cujo resultado da transformação é um vetor
nulo no espaço Rm. Fisicamente, isto significa que existem velocidades de junta que
não geram qualquer velocidade da extremidade do manipulador [22]. O espaço nulo do
Jacobiano denota-se por ℵ(J) e é matematicamente definido por
ℵ(J) = {q˙ ∈ RN | J · q˙ = 0} (5.17)
A um manipulador redundante está matematicamente subjacente a existência de
um espaço nulo do Jacobiano como definido em 5.17 [22]. Fisicamente, implica que
as velocidades q˙ℵ escolhidas do espaço nulo ℵ(J) não geram qualquer velocidade x˙ da
extremidade, ou seja,
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J · q˙ℵ = 0 (5.18)
No entanto, apesar das velocidades q˙ℵ não gerarem movimento na extremidade, es-
tas geram movimentos das juntas. Desta forma, estas velocidades podem ser usadas
para obedecer a um conjunto de outros critérios, tais como evitar os limites de junta e
obstáculos.
5.7 Resolução da Redundância - Método Exato
A resolução de redundâncias para um manipulador redundante é algo que não é trivial,
uma vez que existem mais variáveis de junta desconhecidas do que equações. Desta forma,
existem inúmeros métodos de resolução das redundâncias ao nível da velocidade. Os
métodos matemáticos de resolução podem ser divididos em duas categorias: os métodos
exatos e os métodos aproximados [22]. Nesta secção será abordado um dos métodos
exatos mais conhecidos, que é o método da pseudo-inversa.
5.7.1 Pseudo-inversa
Pretende-se aqui encontrar uma solução para obter as velocidades das juntas em função
da velocidade da extremidade do manipulador, isto é, pretende-se inverter a Equação
5.16. No entanto, como o Jacobiano é uma matriz m×N, este não é invertível. Assim
um dos métodos para obter uma solução exata é calcular a pseudo-inversa da matriz
Jacobiana J , denotada por J†. Obtém-se então que,
q˙init = J
†x˙ (5.19)
em que o índice init indica se tratar de uma solução inicial da Equação 5.16.
Esta solução exata corresponde à solução que minimiza a norma euclidiana do vetor
das velocidades de junta (Equação 5.12). À semelhança do que é feito com o Jacobiano
na Equação 5.13, a pseudo-inversa do Jacobiano pode ser escrita como
J† = V Σ∗UT (5.20)
onde Σ, V e U obtêm-se através da decomposição em valores singulares do Jacobiano
J . Σ∗ é a transposta de Σ com os valores não-nulos invertidos.
Se a matriz J tem característica igual a m, isto é, igual ao número de linhas, então
a sua pseudo-inversa pode ser calculada por
J† = JT (JJT )−1 (5.21)
A solução obtida pela Equação (5.19) é no entanto apenas uma solução inicial, esta
não explora o espaço nulo da matriz Jacobiana. A esta solução pode ser adicionada um
vetor de velocidades q˙ℵ pertencente ao espaço nulo do Jacobiano J .
q˙ = q˙init + q˙ℵ (5.22)
onde o termo q˙ℵ é dado por
q˙ℵ = (I − J†J)ν (5.23)
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onde ν é um vetor arbitrário com dimensão n, que poderá ser escolhido sagazmente de
forma a realizar tarefas adicionais desejadas.
Para atingir estas tarefas adicionais, pode-se definir uma função custo Φ(q), cujo valor
ótimo garanta a tarefa adicional pretendida [22]. Assim, o vetor arbitrário ν poderá ser
dado por
ν = −∇Φ(q) · kν = −∂Φ
∂q








onde kν é escolhido de forma a que Φ(q) cresça ou decresça o mais rápido possível,
dependendo se se está a maximizar ou minimizar a função de custo, mas sem tornar q˙
excessivamente elevado [57].
5.7.2 Limites de junta
Nesta sub-secção será utilizado o resultado expresso em 5.24 de forma a que o mani-
pulador cumpra uma determinada tarefa principal, mas sem ultrapassar os limites de
junta.
O objetivo é manter a junta longe dos seus limites, para isso, é definida uma função
custo que envolve a diferença entre a posição atual da junta i (θi) ao centro θci da
extensão total da junta ∆θi. Uma forma muito simples de se conciliar as variáveis









A função de custo (5.25) tende a manter a trajetória das juntas em torno do centro
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Para melhor compreensão do algoritmo apresentado, no pedação de Código em Ma-
tLab 5.5 encontra-se a respetiva implementação.
Código em MatLab 5.5: Função que devolve o vetor ν que responde o critério dos limites
de junta.
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1 function v = v_limjunta(q,qlim ,kv)
2 % v = v_limjunta(q,qlim ,kv)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % v - vetor para a realização de trefas adicionais (Dofx1).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % q - vetor com os ângulos das juntas atuais em radianos (Dofx1);
7 % qlim - matriz com os limites de junta em radianos (Dofx2).
8 % kv - constante.
9 % Programa -----------------------------------------------------------------
10 dof = size(q,1); v = zeros(dof ,1);
11 for i=1:dof
12 qi=q(i); qmin=qlim(i,1); qmax=qlim(i,2); qc=(qmax+qmin)/2; dq = (qmax -qmin);
13 v(i) = -(kv*(qi-qc))/(dq^2);
14 end; end
5.7.3 Maximização da manipulabilidade
À semelhança do que se fez na sub-secção anterior, nesta sub-secção tentar-se-á arranjar
um vetor ν apropriado para uma tarefa secundária. A tarefa secundária desta vez será a
maximização da manipulabilidade, isto é, pretende-se que o manipulador adote determi-
nadas configurações correspondentes ao maior volume do elipsoide de manipulabilidade.





Na Expressão (5.30) encontram-se todas a etapas seguidas até a obtenção da derivada
em relação a θi da função de custo definida em (5.29). No processo de derivação, a certa
altura é necessário derivar um determinante, de onde advém a função traço de uma matriz
representada por Tr() [25]. O traço de uma matriz quadrada consiste no somatório dos
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Da Expressão (5.30) conclui-se que a derivada da medida de manipulabilidade de-
pende do Jacobiano e da sua derivada, cálculo esse que ainda não foi aqui apresentado.
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em que se considerou T = RTN de forma a melhorar legibilidade. Derivando-se o Jaco-
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A derivada da matriz de transformação em relação a dois ângulos distintos é obtida
derivando as matrizes de transformação desses dois elos em relação aos respetivos ângulos,







= Tinit · ∂(
0A1)
∂θ1
· (1A2) · · · ∂(
i−1Ai)
∂θi
· · · (N−1AN ) (5.33)
A dupla derivada da matriz de transformação em relação a um ângulo genérico θi é
obtido pela Expressão (5.34).
∂2T
∂θ2i
= Tinit · (0A1) · (1A2) · · · ∂
2(i−1Ai)
∂θ2i
· · · (N−1AN ) (5.34)





− cos(θi) sin(θi) · cos(αi) − sin(θi) · sin(αi) −Li · cos(θi)
− sin(θi) − cos(θi) · cos(αi) cos(θi) · sin(αi) −Li · sin(θi)
0 0 0 0
0 0 0 0

(5.35)
De forma a se obter o pretendido vetor ν é então necessário substituir o resultado de
(5.30) na Expressão (5.24), para todas as juntas do manipulador.
A implementação da derivada do Jacobiano em relação ao ângulo θi, Equação (5.31),
encontra-se no pedaço de Código de MatLab 5.6. Já a função que devolve o vetor ν
para o critério da maximização da manipulabilidade encontra-se no pedaço de Código
em MatLab 5.7.
Código em MatLab 5.6: Função que devolve a derivada do Jacobiano relativamente a θi.
1 function DJ = Djacobino(DH,Ti,q,ii)
2 % DJ = Djacobino(DH,Ti ,q,ii)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % DJ - derivada da matriz jacobiana do modelo em relação ao elo i (3 xNelos)
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
7 % Ti - transformação inicial;
8 % q - vetor com os angulos das juntas em radianos (Nelosx1);
9 % ii - junta em relação à qual o Jacobiano é derivado.
10 % Programa -----------------------------------------------------------------
11 Nelos = size(DH ,1); TT = repmat(Ti ,[1 1 Nelos]);
12 for i=1: Nelos % percorrer as diferentes matrizes de transformação
13 l = DH(i,:); t = q(i); tt = T(l,t); dt = DT(l,t); ddt = DDT(l,t);
14 for i2=1: Nelos % percorrer as diferentes colunas do Jacobiano
15 if i2==ii % situação da segunda derivada
16 if i==i2; tt2 = ddt; else tt2 = tt; end
17 else % situação da derivada dupla
18 if (i==ii) || (i==i2); tt2 = dt; else tt2 = tt; end
19 end
20 TT(:,:,i2) = TT(:,:,i2)*tt2;
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21 end
22 end
23 DJ = zeros(3,Nelos); for i=1: Nelos; DJ(:,i) = TT(1:3,4,i); end; end
Código em MatLab 5.7: Função que devolve o vetor ν que responde ao critério da
maximização da manipulabilidade.
1 function v = v_manipulabilidade(DH,Ti,Q,J,kv)
2 % v = v_manipulabilidade(DH,Ti ,Q,J,kv)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % v - vetor com tarefa adicional para o espço nulo (Nelosx1).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
7 % Ti - transformação inicial;
8 % Q - vetor com os angulos das juntas em radianos (Nelosx1);
9 % J - matriz jacobiana do modelo (3 xNelos);
10 % kv - constante.
11 % Programa -----------------------------------------------------------------
12 JJ = J*J'; w = sqrt(det(JJ)); InvJJ = (JJ^(-1));
13 Nelos = size(DH ,1); v = zeros(Nelos ,1);
14 for i=1: Nelos
15 DJi = Djacobino(DH,Ti,Q,i); DJJi = DJi*J'+J*DJi ';
16 v(i) = (w/2)*trace(InvJJ*DJJi).*(kv);
17 end; end
5.7.4 Maximização da manipulabilidade direcional
Na sub-secção anterior utilizou-se a maximização da manipulabilidade como tarefa se-
cundária. Nesta sub-secção definira-se-á como tarefa secundária a maximização da ma-
nipulabilidade direcional, conceito este que será explicado de seguida.
Será então exposto o procedimento de cálculo da manipulabilidade direcional, e ainda
será apresentada a dedução da expressão que permite calcular o vetor ν, utilizado para
a realização de tarefas adicionais recorrendo ao espaço nulo do Jacobiano.
Definição da manipulabilidade direcional
A manipulabilidade ou medida de manipulabilidade é um conceito, explorado na Secção
5.5, que está relacionado com o volume do elipsoide de manipulabilidade, elipsoide este
cujos eixos principais têm a dimensão dos valores singulares do Jacobiano para uma dada
configuração.
Visto que a manipulabilidade mede, de certa forma, a facilidade do manipulador se
deslocar, pode ser interessante utilizar configurações de junta que a maximizem. No
entanto, verifica-se que em determinadas configurações apesar do volume do elipsoide ser
muito elevado, a distância entre a extremidade do manipulador e a superfície numa dada
direção é reduzida, ou seja, a velocidade máxima que o manipulador pode alcançar nessa
direção é reduzida.
Desta forma, define-se aqui um novo índice denominado manipulabilidade direcional.
Considera-se então que a manipulabilidade direcional é a distância entre o centro do elip-
soide de manipulabilidade à sua superfície, na direção em que o manipulador se encontra
a deslocar, sendo que a dimensão dos eixos principais do elipsoide são dados pelos valores
singulares do Jacobiano do manipulador. Ou seja, se o manipulador se estiver a deslocar
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na direção do vetor próprio do Jacobiano u1, a manipulabilidade direcional será igual ao
valor singular correspondente σ1.
Cálculo da manipulabilidade direcional
De forma a ilustrar o procedimento de cálculo da manipulabilidade direcional, será utili-
zado o exemplo da elipse, que por se tratar de uma representação bidimensional facilita
a interpretação dos cálculos. Considere-se então a elipse representada na Figura 5.4. Os
seus eixos principais encontram-se alinhados com o sistema referencial local x′y′, sistema
este que se encontra rodado de 45° do sistema referencial global xy.
A equação da elipse no referencial local é dada por (5.36), em que a é o comprimento
do eixo principal da elipse segundo x′, e b é o comprimento do eixo principal da elipse
segundo y′. No caso particular da elipse da Figura 5.4 tem-se que a = 1, 5 e b = 3.
λ1x







A Equação (5.36) pode ser representada em formato matricial como em (5.37), ou de


























Figura 5.4: Representação de uma elipse.
No entanto, a Equação (5.38) representa a elipse apenas no seu referencial local. Para
se obter a equação da elipse no referencial global, é necessário recorrer à Expressão (5.39).
xT · P ·A · P T · x = 1 (5.39)
em que a matriz A é uma matriz diagonal, cujos os elementos da diagonal, os valores
próprios da matriz P ·A · P T se relacionam com os comprimentos dos eixos principais,
como se pode ver em (5.40). A matriz P é a matriz dos vetores próprios correspondentes
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à rotação entre os referenciais local e global. Na Expressão (5.41) apresentam-se os






























A estratégia que será seguida de forma a encontrar a distância entre o centro da elipse
e a sua superfície numa dada direção θ, será rodar o referencial global de um ângulo θ,
e de seguida através da equação da elipse calcular a interseção do eixo y rodado com
a superfície da elipse, ou seja igualar o eixo x rodado a 0. Este procedimento é feito
considerando que a direção pretendida é sempre coincidente com o eixo y rodado de um
ângulo θ.






= R(θ)T · P ·A · P T ·R(θ) (5.42)







Aplicando a matriz B na equação matricial de uma elipse, à semelhança do que é
feito em (5.39), obtém-se o seguinte resultado
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cujo desenvolvimento resulta na Equação (5.45), que não é mais que a equação da elipse






R + (b2 + b3)xRyR = 1 (5.45)
Igualando xR a zero obtém-se o resultado da Expressão (5.46), que não é nada mais
que a manipulabilidade direcional, conceito definido na sub-secção anterior.





Uma vez que b4 é o último elemento da matriz B, pode-se provar que este só depende
do último vetor diretor da matriz de rotação R, conduzindo assim ao seguinte resultado
b4 = ey(θ)
T · P ·A · P T · ey(θ) (5.47)
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Não existe, portanto, a necessidade de se definir um referencial específico, podendo-se,
através da Expressão (5.48), obter a manipulabilidade direcional para uma dada direção,
definindo apenas o respetivo vetor diretor.
wd =
1√
eT · P ·A · P T · e
(5.48)
A generalização do resultado obtido em (5.48), consiste apenas em considerar que
P = U (5.49)
em que a matriz U é obtida através da decomposição em valores singulares do Jacobiano,
como se mostra na Expressão (5.13). E a matriz A é obtida igualando os elementos da











Cálculo da manipulabilidade direcional usando o Jacobiano
Como a obtenção do elipsoide de manipulabilidade deriva da pseudo-inversa transposta
multiplicada pela pseudo-inversa, na Expressão (5.51) estes foram substituídos por (5.20),
e de seguida foi manipulada a expressão até se igualar a um resultado conhecido.
(J†)T · J† = (V Σ∗UT )T · V Σ∗UT











 ·UT = PAP T
(5.51)
Desta forma consegue-se através da Expressão (5.52) calcular a manipulabilidade
direcional usando diretamente a pseudo-inversa do Jacobiano.
wd =
1√
eT · (J†)T · J† · e (5.52)
Maximização da manipulabilidade direcional
Como se pretende obter uma expressão que maximize a manipulabilidade direcional, a
função custo proposta é obviamente igual à manipulabilidade direcional.
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De forma a obter o vetor ν a ser utilizado na Expressão (5.23), de modo a realizar a
tarefa secundária pretendida utilizando o espaço nulo, é necessário proceder à derivação
da função custo (5.53) em ordem às diferentes variáveis de junta. As derivadas da função
custo são depois substituídas na Expressão (5.24).
Desta forma, na Expressão (5.54) encontram-se todos os passos na derivação da função






































Note-se que na expressão anterior é obtido um resultado que depende da derivada
da pseudo-inversa, derivada esta que ainda não foi aqui calculada. Assim, na Expressão
(5.55) pode-se ver a derivação passo a passo da derivada da pseudo-inversa do Jacobiano.
Na Expressão (5.55), na passagem da segunda para a terceira linha é feita a derivada de
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A derivada do Jacobiano já foi calculada na secção anterior através da Expressão
(5.32), sendo que o seu cálculo por via do MatLab pode ser feito utilizando a função do
Código em MatLab 5.6. Já a função que devolve o vetor ν para o critério da maximização
da manipulabilidade direcional pode ser analisado no pedaço de Código em MatLab 5.8.
Código em MatLab 5.8: Função que devolve o vetor ν que responde ao critério da
maximização da manipulabilidade direcional.
1 function v = v_manipulabilidadedirec(DH ,Ti,Q,J,Jp,x,kv)
2 % v = v_manipulabilidadedirec(DH,Ti,Q,J,Jp ,x,kv)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % v - vetor com tarefa adicional para o espço nulo (Nelosx1).
5 % Inputs -------------------------------------------------------------------
6 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
7 % Ti - transformação inicial;
8 % Q - vetor com os angulos das juntas em radianos (Nelosx1);
9 % J - matriz jacobiana do modelo (3 xNelos);
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10 % Jp - matriz pseudo -Jacobiana do modelo (Nelosx3);
11 % x - vetor com a direção de movimento (3x1);
12 % kv - constante.
13 % Programa -----------------------------------------------------------------
14 e = x./norm(x); JJ = J*J'; InvJJ = (JJ^(-1));
15 wd = 1/sqrt (((e')*(Jp '*Jp)*e)); Nelos = size(DH ,1); v = zeros(Nelos ,1);
16 for i=1: Nelos
17 DJi = Djacobino(DH,Ti,Q,i); DJJi = DJi*J'+J*DJi ';
18 DJpi = (DJi '-Jp*DJJi)*InvJJ; DJJpi = DJpi '*Jp+Jp '*DJpi;
19 v(i) = (((-wd^3) /2).*(e')*(DJJpi)*e).*(kv);
20 end; end
5.8 Resolução da Redundância - Método Aproximado
Na categoria dos métodos aproximados, um dos que se revela mais poderoso e flexível é
o método do Controlo da Configuração [22], e por esse motivo será aqui abordado.
5.8.1 Controlo da configuração
Ométodo do Controlo da Configuração consiste num método aproximado para a obtenção
da solução da Equação (5.16), isto é, obtenção do vetor das velocidades de junta q˙ em
função do vetor das velocidades da extremidade x˙ e de um conjunto de outros critérios.
Este método usa a mesma ideia da minimização de uma dada função custo.
A dedução da solução que minimiza a função custo não foi efetuada neste trabalho,
pelo que aqui apenas será exibida a solução final apresentada na bibliografia [22]. Desta
forma, a solução obtida por via deste método é a que se segue
q˙ = (JTWeJ + J
T
c WcJc +Wv)
−1 · (JTWex˙+ JTc Wcz˙) (5.56)
em que a função custo é dada por
F = (Jq˙ − x˙)TWe(Jq˙ − x˙) + (Jcq˙ − z˙)TWc(Jcq˙ − z˙) + q˙TWvq˙ (5.57)
onde We(m ×m), Wc(k × k), e Wv(n × n) são matrizes diagonais, que constituem os
pesos que priorizam as diferentes tarefas como a tarefa principal, secundária e evitar as
singularidades. Desta forma, a primeira matriz penaliza o erro da tarefa principal, que
é o cumprimento de uma determinada velocidade da extremidade, a segunda penaliza o
erro na tarefa secundária, por fim a terceira matriz penaliza altas velocidades de junta,
o que por sua vez faz com que o manipulador evite as singularidades [22].
A matriz Jacobiana Jc(k × n) é conhecida como o Jacobiano das tarefas adicionais,
pois considerando o vetor z como um vetor de tarefas adicionais, função das variáveis de
junta q, então pode-se definir a seguinte relação
z˙ = Jcq˙ (5.58)
Nas seguintes sub-secções será apresentado de que forma é calculado o Jacobiano
das tarefas adicionais Jc e a matriz de ganhos Wc para determinadas tarefas, tais como
evitar os limites de junta e obstáculos. Os ganhos das matrizesWe(m×m) eWv(n×n)
terão de ser ajustados com base na experiência.
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5.8.2 Limites de junta
Neste método, os limites de junta são evitados através da ativação (6= 0) de desativação
(= 0) dos elementos da matriz de ganhos para a tarefa secundáriaWc da Equação (5.56).
A filosofia seguida será manter os respetivos ganhos desativos numa zona em torno do
centro dos limites da junta, e ativá-los nas proximidades dos limites utilizando uma
relação quadrática, que faça que quanto maior a distância do centro dos limites, maior o
ganho aplicado. A largura do intervalo em que os ganhos são ativos antes do ângulo θi
atingir os seus limites será designada por τi.
Desta forma, o termo i da diagonal da matriz de pesos Wc correspondente à junta i
é dado pela seguinte equação por ramos
Wcii =

W0 · (θi − (θiMin + τi))2 , θi < (θiMin + τi)
0 , (θiMin + τi) > θi > (θiMax − τi)
W0 · (θi − (θiMax − τi))2 , θi > (θiMax − τi)
(5.59)
em que W0 é uma constante a ser definida conforme o peso a atribuir a esta tarefa. Uma
vez que todas as juntas serão monitorizadas, a tarefa adicional é definida como uma
função de um para um dos ângulos de junta, isto é
z = q (5.60)






em que I é a matriz identidade com dimensão (n× n).
O algoritmo proposto para o cálculo das matrizes Jc eWc encontra-se implementado
no pedaço de Código em MatLab 5.9.
Código em MatLab 5.9: Função que devolve o Jacobiano e a matriz de ganhos das tarefas
adicionais para os limites de junta.
1 function [Jc Wc] = approx_limjunta(q,qlim ,tti ,k0)
2 % [Jc Wc] = approx_limjunta(q,qlim ,k0)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % Jc - Jacobiano das tarefas adicionais (dofxdof);
5 % Wc - Matriz de pesos para as tarefas adicionais (dofxdof).
6 % Inputs -------------------------------------------------------------------
7 % q - vetor com os ângulos das juntas atuais em radianos (Dofx1);
8 % qlim - matriz com os limites de junta em radianos (Dofx2);
9 % tti - vetor com as larguras dos intervalos de ativação (Dofx1).
10 % k0 - constante.
11 % Programa -----------------------------------------------------------------
12 dof = size(q,1); Wc = eye(dof); Jc = eye(dof);
13 for i=1:dof
14 qi=q(i); qmin=qlim(i,1); qmax=qlim(i,2); ti = tti(i);
15 if qi <(qmin+ti); w = k0*(qi -(qmin+ti)).^(2);
16 elseif qi >(qmax -ti); w = k0*(qi -(qmax -ti)).^(2); else w = 0; end
17 Wc(i,i) = w;
18 end; end
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5.8.3 Obstáculos
Nesta sub-secção será apresentado um método que permite que o manipulador evite um
obstáculo dentro de uma superfície de influência. Na bibliografia [22] é apresentado o
algoritmo para o caso bidimensional, em que o obstáculo se encontra dentro de uma
circunferência de influência. Como se pode verificar pela Figura 5.5, são definidas as
coordenadas do centro da circunferência e o respetivo raio, de forma a esta envolver por
completo o obstáculo a evitar. O método consiste então em monitorizar a todo o tempo
a distância dcn entre o elo n e o centro do obstáculo xcirc, evitando que esta seja menor
que o raio definido para a circunferência de influência rcirc.
Apesar de na bibliografia ser apresentado o método para o caso bidimensional, uma
vez que se está a trabalhar vetorialmente, este poderá ser facilmente generalizado para a
situação tridimensional, com a nuance de que a superfície de influência deixa de ser um









Figura 5.5: Cálculo do ponto crítico e da distância de um elo à superfície de influencia.
Primeiramente, calcular-se-á então a distância entre o elo n e o centro do obstáculo
dcn . Para isso é calculado o vetor diretor eˆn do elo n através das suas coordenadas de





em que as coordenadas do início do elo xn−1 e do fim do elo xn são dadas respetivamente
pelas equações (5.63) e (5.64). As matrizes de transformação são obtidas através da
multiplicação sucessiva das matrizes de transformação locais de cada elo, de acordo com
as expressões (5.3) e (5.2), com a diferença de que em vez de se considerarem N elos,
apenas se consideram os n− 1 ou os n primeiros elos.
xn−1 = RTn−1 · p (5.63)
xn =
RTn · p (5.64)
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De seguida é calculada a projeção do segmento de reta xn−1xcirc no elo n.
αn = eˆ
T
n(xcirc − xn−1) (5.65)
Desta forma, através da projeção αn e do vetor diretor eˆn, pode-se pela Expressão
(5.66) obter-se as coordenadas do ponto xcn , que se trata do ponto cujo segmento que
o une ao centro da esfera de influência faz um angulo reto com o elo, ou seja, é o ponto
do elo que se encontra mais próximo da superfície de influência.
xcn = xn−1 + αneˆn (5.66)
A Equação (5.66) também pode ser apresentada do modo que se segue
xcn = xn−1 + eˆ
T
n(xcirc − xn−1)eˆn (5.67)
Por fim, a distância do centro da esfera de influência ao elo não é mais que a norma
da diferença entre o centro da esfera e ponto do elo que se encontra mais próximo desta.
dcn = ‖xcn − xcirc‖ (5.68)
Como tarefa adicional é definida a distância normal do elo à superfície de influência.
zn = rcirc − dcn (5.69)
É então possível derivar a expressão anterior em ordem ao tempo e manipulá-la
devidamente como se mostra na dedução (5.70).



















Na dedução anterior, quando é feita a derivada da norma [41], é adicionada a trans-
posta de forma a que as dimensões das matrizes se mantenham corretas. Note-se que
zn corresponde apenas a um elemento do vetor de tarefas adicionais, sendo que este terá
tantas linhas quantos os elos considerados. Considerando que a relação entre a variação
das tarefas adicionais e a variação das variáveis de junta q˙ é dada pelo Jacobiano das
tarefas adicionais, como se pode verificar na Expressão (5.58), tem-se que a n-ésima linha
do Jacobiano das tarefas adicionais é dada por
Jcn =
{
[ 0 · · · 0] , dcn > rcirc










· · · ∂xcn
∂θi
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Considerando os N elos do manipulador, e juntando todas as linhas calculadas através
de (5.71), obtém-se então na Expressão (5.73) o Jacobiano das tarefas adicionais Jc.
Neste método a matriz de ganhos para a tarefa adicional Wc poderá simplesmente ser









Para finalizar o método em estudo falta ainda o cálculo da derivada do ponto mais
próximo da superfície de influência (xcn) para assim se poder substituir na Expressão
































A derivada do vetor xn é calculada derivando a matriz de transformação até ao elo







De realçar que quando n − 1 = 0 verifica-se que a transformação total é igual à
transformação inicial ((5.77)), que por não depender de nenhum ângulo de junta, faz
com que a derivada da transformação seja nula.
Outro caso a salientar é quando i > n, a matriz de transformação também não
depende da variável de junta i, isto porque a junta i situa-se posteriormente ao elo n,
logo a derivada dessa transformação também é nula ((5.78)).
RT0 = Tinit , n− 1 = 0 (5.77)
∂(RTn)
∂θi
= 0 , i > n (5.78)
Por fim, no pedaço de Código em MatLab 5.10 é possível encontrar-se uma rotina que
permite calcular o Jacobiano e a matriz de ganhos para uma tarefa adicional de evitar
um obstáculo que se encontre no interior de uma esfera de influência.
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Código em MatLab 5.10: Função que devolve o Jacobiano e a matriz de ganhos das
tarefas adicionais para os obstáculos.
1 function [Jc Wc] = approx_obstacle(DH,Ti,Q,x0,r0,k0)
2 % [Jc Wc] = approx_obstacle(DH ,Ti ,Q,x0 ,r0 ,k0)
3 % Outputs ------------------------------------------------------------------
4 % Jc - Jacobiano das tarefas adicionais (dofxdof);
5 % Wc - Matriz de pesos para as tarefas adicionais (dofxdof).
6 % Inputs -------------------------------------------------------------------
7 % DH - matriz Denavit (Nelosx4);
8 % Ti - transformação inicial;
9 % Q - vetor com os angulos das juntas em radianos (Nelosx1);
10 % x0 - vetor com coordenadas do centro da esfera (3x1);
11 % r0 - valor do raio da esfera de influência;
12 % k0 - constante.
13 % Programa -----------------------------------------------------------------
14 dof = size(DH ,1); Jc = zeros(dof ,dof); Wc = eye(dof).*k0;
15 for n=dof:-1:(dof -1)
16 xn = dirkin(DH(1:n,:),Ti,Q(1:n));
17 xn1 = dirkin(DH(1:(n-1) ,:),Ti,Q(1:(n-1)));
18 Ln = abs(DH(n,1)+DH(n,3));
19 en = (xn-xn1)./Ln;
20 xcn = xn1 + en '*(x0-xn1)*en;
21 dcn = norm(xcn -x0);
22 if r0 -dcn >0
23 un = (xcn -x0)./dcn; Jxcn = zeros(3,dof);
24 for i=1:dof
25 J = jacobino(DH(1:n,:),Ti,Q(1:n));
26 if (n == 0) || (i>n); Dxn = zeros (3,1); else Dxn=J(:,i); end
27 J = jacobino(DH(1:(n-1) ,:),Ti,Q(1:n));
28 if ((n-1) == 0) || (i>n-1); Dxn1 = zeros (3,1); else Dxn1=J(:,i); end
29 Den = (Dxn -Dxn1)./Ln;
30 Dxcn=Dxn1+Den '*(x0-xn1)*en+en '*(x0-Dxn1)*en+en '*(x0-xn1)*Den;
31 Jxcn(:,i) = Dxcn;
32 end




Comparação de Modelos e
Algoritmos
Definem-se as dimensões dos elos e limites de junta dos modelos em estudo, as
trajetórias a serem executadas, e os critérios cinemáticos utilizados na avaliação dos
modelos e algoritmos. Comparam-se os métodos exato e aproximado. Realiza-se
uma comparação dos modelos com 4 e 7 graus de liberdade. Comparam-se os
algoritmos de maximização deduzidos para o método exato. Por fim, realiza-se um
pequeno estudo ao espaço de trabalhos de ambos os modelos.
6.1 Introdução
Neste capítulo será realizado um conjunto de comparações entre os modelos e algoritmos
desenvolvidos ao longo do capítulo anterior. Para isso, será definido um conjunto de
critérios cinemáticos, que permitam ao longo de uma dada trajetória (tarefa principal)
avaliar, por via de um conjunto de gráficos, os diferentes algoritmos e modelos.
Antes de se proceder às diferentes avaliações, serão definidas as dimensões dos modelos
e os respetivos limites de junta, uma vez que até aqui apenas foram utilizadas variáveis.
Serão também definidas as trajetórias onde serão comparados os diferentes critérios.
Por fim, será efetuada uma comparação entre os modelos com 4 e 7 graus de liberdade,
através de um estudo ao espaço de trabalho de cada um do modelos.
6.2 Dimensões e Limites de Junta dos Modelos
Nesta secção serão definidas as dimensões dos elos dos modelos e os limites de junta,
dados necessários para a realização das simulações
Na secção 5.2 foram expostos os modelos dos manipuladores série com 4 e 7 graus
de liberdade, e foram considerados alguns comprimentos do corpo humano, tais como a
distância entre o plano sagital e a articulação gleno-umeral L12, o comprimento do braço
L3, e o comprimento do antebraço L4. Os valores utilizados para estes comprimentos
nas simulações efetuadas foram obtidos com base em dados antropométricos para um
indivíduo com 1 metro e 80 centímetros de altura [19], tendo-se obtido os seguintes
comprimentos: L12 = 232 mm, L3 = 335 mm e L4 = 264 mm.
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Para o comprimento L1, isto é, a distância entre a articulação gleno-umeral e uma
junta imaginária que incorpora os movimentos efetuados pelo complexo do ombro ex-
cluindo a articulação gleno-umeral, foi arbitrado um comprimento de 100 mm.
Para os limites de junta, utilizaram-se as amplitudes médias dos movimentos do braço
a partir da posição anatómica. Desta forma, para o modelo série com 4 graus de liberdade,
utilizaram-se as variáveis de junta definidas na Sub-secção 5.2.1 e fez-se uma equivalência
entre cada variável de junta e o respetivo movimento anatómico, utilizando-se assim as
amplitudes mostradas na Tabela 3.3 da Sub-secção 3.3.1 no caso do movimento do ombro,
e na Sub-secção 3.3.2 no caso do movimento do cotovelo.
Na Tabela 6.1 encontram-se as amplitudes de movimento para as variáveis de junta
do modelo com 4 graus de liberdade. Note-se que apesar de na Tabela 3.3 se considerar
a amplitude de adução como 0° devido ao tronco, como no modelo em questão não se
está a considerar o tronco, arbitrou-se um valor de adução de 45°.
Tabela 6.1: Amplitudes anatómicas das variáveis de junta para o manipulador com 4
graus de liberdade.
Variáveis Designação Amplitude
θ1 abdução e adução do braço [-45◦,120◦]
θ2 flexão e extensão do braço [-40◦,100◦]
θ3 rotação lateral e medial do braço [-50◦,90◦]
θ4 flexão e extensão do cotovelo [0◦,145◦]
Na Tabela 6.2 encontram-se os limites de junta para o modelo série com 7 graus de
liberdade. Aqui utilizou-se um procedimento semelhante ao descrito anteriormente na
obtenção das amplitudes de movimento.
Tendo em atenção os sistemas referenciais locais definidos na Sub-secção 5.2.2, consi-
deraram-se os mesmos movimentos anatómicos utilizados na Tabela 6.1 mais a protacção
e retracção do ombro (Tabela 3.2) e a abdução, adução, flexão e hiperextensão do ombro,
obtidos subtraindo a amplitude média dos movimentos do braço na articulação gleno-
umeral (Tabela 3.3) à amplitude média dos movimentos do complexo articular do ombro
(Tabela 3.5).
Tabela 6.2: Amplitudes anatómicas das variáveis de junta para o manipulador com 7
graus de liberdade.
Variáveis Designação Amplitude
θ1 protacção e retracção do ombro [-30◦,30◦]
θ2 abdução e adução do ombro [0◦,60◦]
θ3 flexão e hiperextensão do ombro [-110◦,80◦]
θ4 abdução e adução do braço [-45◦,120◦]
θ5 flexão e hiperextensão do braço [-40◦,100◦]
θ6 rotação lateral e medial do braço [-50◦,90◦]
θ7 flexão e hiperextensão do cotovelo [0◦,145◦]
Os limites de junta expostos nas tabelas acima, serão utilizados nos algoritmos para
evitar os limites de junta desenvolvidos nas sub-secções 5.7.2 e 5.8.2, para os métodos
exato e aproximado de resolução de redundâncias.
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6.3 Trajetórias em Estudo
Nesta secção será especificado um conjunto de três percursos diferentes, que posterior-
mente serão utilizados para avaliar os modelos série com 4 e 7 graus de liberdade e os
algoritmos desenvolvidos ao longo do Capítulo 5.
Esta primeira avaliação será feita ao longo de percursos pré-determinados, o que
permite a utilização de gráficos bidimensionais, que conterão a variação de um conjunto de
parâmetros ao longo da execução do movimento, facilitando assim possíveis análises, uma
vez que as representações tridimensionais constituem sempre uma forma mais ambígua
de avaliar um dado acontecimento.
Desta forma, os três movimentos escolhidos foram uma trajetória retilínea, uma tra-
jetória circular, e outra trajetória regida segundo uma equação quadrática.
Elevação ao Ombro Esquerdo
O movimento da elevação ao ombro esquerdo consiste numa trajetória retilínea cuja
posição inicial do braço direito é a posição anatómica com exceção do cotovelo que se
encontra fletido de um ângulo de 90°.
Sendo que para os modelos desenvolvidos no capítulo anterior a junta do cotovelo
é a última junta N do manipulador, tem-se que θi = 0° em que i = 1, · · · , (N − 1), e
θN = 90°.
A posição final da trajetória é um ponto 100 milímetros à frente do ombro esquerdo.
Assim, na Tabela 6.3 a trajetória é definida matematicamente.
Tabela 6.3: Trajetória para elevação do braço direito ao ombro esquerdo.
qi → Posição de juntas inicial
xi = f(qi)→ Cinemática direta
xf = [−232 100 0]T (mm)→ Posição final
x(t) = (xf − xi) · V (t) + xi → Trajetória
V (t) ∈ [0 1]→ Normalização da variável tempo
Note-se que o valor V (t) é calculado de forma a que o movimento inicie e termine
com velocidades e acelerações nulas.
Este é apenas um simples movimento que explora os limites de junta.
Circundação
Na Sub-secção 3.2.2 é referido o movimento de circundação como uma combinação de
outros movimentos mais simples, como tal é também um movimento a considerar para a
análise dos diferentes modelos e algoritmos.
Para isso foi definida a equação de uma circunferência num plano paralelo ao plano
sagital. No entanto, como para manipuladores redundantes não se obtém uma cinemá-
tica inversa de forma a descobrir as variáveis de junta correspondentes ao primeiro ponto
dessa circunferência, é feito um movimento de posicionamento, em que é definida uma
pré-posição inicial através dos ângulos de junta, e de seguida o manipulador segue uma
trajetória retilínea com controlo por velocidade até ao ponto inicial da trajetória principal
em estudo. Os algoritmos usados para a resolução das redundâncias no movimento em
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estudo, neste caso a circundação, são os mesmos que são utilizados na reta de aproxima-
ção, para que desta forma a configuração inicial seja selecionada com base nos mesmos
critérios que as restantes configurações em estudo.
Na Tabela 6.4 encontra-se uma descrição de ambas as trajetórias, sendo que só a
segunda será posteriormente analisada.
Tabela 6.4: Trajetória para circundação do braço direito.
L = (L3 + L4) · cos(20°)→Distância do plano da circunferência à junta gleno-umeral
R = (L3 + L4) · sin(20°)→Raio da circunferência
q0 →Posição de juntas 0
x0 = f(q0)→Cinemática direta
xi = [L R · cos(0°) R · sin(0°)]T →Posição inicial do movimento principal
x′(t) = (xi − x0) · V ′(t) + x0 →Trajetória de posicionamento
V ′(t) ∈ [0 1]→Normalização da variável tempo
x(t) = [L R · cos(2 · pi · V (t)) R · sin(2 · pi · V (t))]T →Trajetória principal
V (t) ∈ [0 1]→Normalização da variável tempo
A configuração de juntas inicial é a mesma utilizada no movimento de elevação do
braço direito ao ombro esquerdo.
Contorno do Tronco
Esta terceira trajetória que consiste no contorno do corpo, pretende complementar as
anteriores em alguns aspetos, como por exemplo o estudo dos limites de junta, uma vez
que a circundação não obriga o manipulador a ultrapassar os seus limites de junta, e por
outro lado, esta trajetória abrange um maior espaço de trabalho.
Nesta trajetória é fornecida uma posição à frente do tronco, uma posição final atrás
do tronco, e uma posição intermédia no lado direito do tronco. Trata-se, portanto, de
uma equação quadrática. Na Tabela 6.5 encontra-se a descrição matemática do percurso
proposto.
Tabela 6.5: Trajetória para o contorno do tronco.
q0 →Posição de juntas 0
x0 = f(q0)→Cinemática direta
xi = [0 300 − 300]T (mm)→Posição inicial do movimento principal
xm = [500 0 − 300]T (mm)→Posição intermédia do movimento principal
xf = [0 − 300 − 300]T (mm)→Posição final do movimento principal
x′(t) = (xi − x0) · V ′(t) + x0 →Trajetória de posicionamento
V ′(t) ∈ [0 1]→Normalização da variável tempo
x(t) = 2 · (xf + xi − 2 · xm) · V (t)2 − (xf + 3 · xi − 4 · xm) · V (t) + xi →Trajetória principal
V (t) ∈ [0 1]→Normalização da variável tempo
6.4 Definição de Critérios e Medidas de Desempenho
De forma a analisar o desempenho dos diferentes modelos e algoritmos é preciso defi-
nir um conjunto de critérios passíveis de serem representados graficamente. Os critérios
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apresentados são apenas cinemáticos, uma vez que em é torno da cinemática de manipu-
ladores que se desenvolve este trabalho.
Tem-se assim os seguintes critérios de análise:
Medida de Manipulabilidade
Representado por w é um conceito que foi desenvolvido em detalhe na secção 5.5, e
representa a facilidade do manipulador se movimentar para uma dada configuração.
Manipulabilidade Direcional
Representado por wd é um conceito que foi desenvolvido em detalhe na Sub-secção 5.7.4,
e representa a facilidade do manipulador se movimentar para uma dada configuração
numa dada direção.
Norma Euclidiana das Velocidades de Junta
Representada por ‖q˙‖, a norma euclidiana foi definida na Equação (5.12) na Secção 5.5,
e pode ser considerada como um indicador qualitativo da energia, uma vez que a energia
cinemática pode ser relacionada com as velocidades de junta.
Somatório dos Desvios entre os Ângulos de Junta e Respetivos Limites
Representado por Σ∆θ, este índice ainda não foi aqui definido. Este surge da necessidade
de averiguar em que medida é que os limites de junta são ultrapassados na realização dos
diferentes movimentos. Desta forma este índice não é mais que o somatório dos desvios
que cada ângulo de junta faz quando ultrapassa os limites estipulados na Secção 6.2.
Fator de Forma do Elipsoide de Manipulabilidade
Por fim, o fator de forma ou fator de condicionamento do Jacobiano serve para analisar
se o formato do elipsoide de manipulabilidade é mais homogéneo, isto é próximo de uma
esfera, ou se a dimensão dos eixos diferem consideravelmente. Desta forma, o fator de
forma f é definido como o resultado da Expressão (6.1), em que σ1, σ2 e σ3 são os
comprimentos dos eixos principais do elipsoide.
O fator de forma varia entre 0 e 1, sendo que é 0 quando um dos eixos toma os valores
de 0 ou infinito, e 1 quando os 3 eixos têm a mesma dimensão, isto é, o elipsoide degenera
numa esfera (configuração isotrópica).







6.5 Comparação dos Métodos Exato e Aproximado
Na Secção 5.7 foi definido um método denominado de exato que utiliza o pseudo-inverso
do Jacobiano e o espaço nulo do Jacobiano para a resolução do problema das redun-
dâncias. Na Secção 5.8 foi abordado um outro método designado de aproximado que
utiliza a minimização de uma dada função custo para resolver o mesmo problema das
redundâncias.
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Nesta secção serão aplicados os dois métodos no seguimento de trajetórias, utilizando
o modelo redundante série com 7 graus de liberdade definido em 5.2.2. A simulação será
efetuada para as diferentes trajetórias explicitadas anteriormente, e os resultados serão
expostos em formato de gráficos bidimensionais, utilizando os critérios selecionados.
6.5.1 Movimento simples
Nesta primeira simulação apenas foram avaliados os dois métodos exato e aproximado,
no cumprimento das diferentes trajetórias sem nenhuma tarefa adicional, isto de forma a
averiguar as diferenças de ambos quando apenas sujeitos à tarefa principal (seguimento de
uma dada trajetória). Desta forma, nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3 encontram-se as simulações















































































Figura 6.2: Circundação com movimento simples.
Das figuras 6.1 a 6.3 pode-se concluir que para os diferentes percursos testados, ambos
os métodos devolvem o mesmo resultado. Aqui não foram expostos todos os critérios
selecionados, pois não acrescentariam grande valor, uma vez que para todos os outros
critérios os gráficos dos dois métodos são coincidentes, à semelhança do ilustrado nas
figuras 6.1 a 6.3.
Outro anotamento é o fato da norma euclidiana do vetor das velocidades de junta
ser nula no início e fim do movimento; facto já aguardado, uma vês que se impôs que
a velocidade e aceleração das variáveis operacionais fossem nulas no início e fim dos
movimentos.







































Figura 6.3: Contorno do tronco com movimento simples.
É ainda importante referir que no cálculo da velocidade, foi considerado um intervalo
de tempo para execução do movimento de 10 segundos, e que no método aproximado
foi utilizado um ganho de 1 na matriz de ganhos da tarefa principal We, e um ganho
de 0.1 na matriz de ganhos que evita as singularidades Wv, matrizes essas utilizadas na
equação do cálculo das velocidades de junta (5.56) na Sub-secção 5.8.1.
6.5.2 Movimento evitando os limites de junta
Neste segundo conjunto de simulações utilizaram-se os algoritmos para evitar os limites
de junta. Na Figura 6.4 encontram-se os resultados para a elevação do braço direito, e na
Figura 6.5 os resultados para o contorno do tronco. Não são apresentados os resultados
para o caso da circundação, pois neste movimento, mesmo sem a utilização dos algoritmos




















































































Figura 6.4: Elevação do braço direito com movimento evitando limites de junta.




















































































Figura 6.5: Contorno do tronco evitando limites de junta.
Uma vez que na sub-secção anterior se mostrou que para um movimento simples (isto
é, sem tarefas adicionais), os dois métodos fornecem resultados idênticos, foi acrescentada
uma curva representando o movimento simples, para comparar com as novas curvas
obtidas, e assim se poder averiguar melhor as alterações por ambos os algoritmos ao
evitar os limites de junta.
Verifica-se uma redução significativa dos desvios do ângulos de junta relativamente aos
limites de junta Σ∆θ para ambos os movimentos. De facto continua a existir em ambos
os percursos ultrapassagem dos limites de junta, mas note-se que isto acontece quando
o manipulador tem de alcançar posições mais extremas, e que os algoritmos usados não
restringem por completo os ângulos de junta a uma dada gama, como acontece nos
manipuladores físicos. Apenas são aplicados ganhos que levem o manipulador a optar
por configurações que evitem os limites, ou seja, estes podem ser ultrapassados.
Estas posições extremas em que os limites de junta são ultrapassados deverão cor-
responder portanto a pontos fora do espaço de trabalho do manipulador, de forma a se
evitarem quaisquer impossibilidades físicas.
Em ambos os casos, as curvas são muito semelhantes na forma, e com valores próximos
às curvas correspondentes ao movimento sem tarefa adicional (movimento simples), o que
induz que para o cumprimento dos limites de junta, pelo menos dentro de um espaço de
trabalho razoável, não são introduzidas muitas alterações nas velocidades de junta e na
manipulabilidade do manipulador.
Outra observação que se pode fazer, é que para ambos os métodos a utilização da
tarefa secundária produz, de um modo geral, um aumento da norma das velocidades de
junta, acontecimento já esperado, uma vez que, por exemplo no método exato, a obtenção
das velocidades de junta consiste na soma do vetor de velocidades resultantes da tarefa
principal com o vetor de velocidades resultantes da tarefa secundária, como se verifica na
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Equação (5.22), e no método aproximado, uma tarefa secundária é sempre acompanhada
pela adição do termo JTc WcJc na Equação (5.56), pois caso não existisse uma tarefa
adicional, esse termo seria nulo.
Outro apontamento relevante é o fato de para o método exato, a velocidade inicial
e final das juntas não ser zero, o que no caso da implementação do algoritmo num
manipulador real poderia levantar alguns problemas ao nível das acelerações requeridas.
Analisando a Equação (5.22), verifica-se que, apesar do vetor das velocidades de junta
ser nulo na posição inicial, condição essa garantida pela imposição de uma velocidade da
extremidade nula no espaço operacional e que implica uma velocidade de juntas nula,
este problema acontece porque o vetor das velocidades que resulta da tarefa adicional
não é nulo, uma vez que na posição inicial os ângulos das juntas não se encontram no
centro da sua amplitude. Assim, o algoritmo tende logo desde o início a corrigir esta
situação, levando a que o movimento se inicie com velocidade de juntas não nula.
Desta observação resulta uma vantagem do método aproximado que ao condicionar
tanto a tarefa principal como a tarefa secundária à velocidade da extremidade x˙, faz
com que este problema não ocorra. No caso da implementação do método exato num
manipulador ter-se-ia de alterar o algoritmo para garantir o arranque e paragem suaves.
Em relação à manipulabilidade e à norma das velocidades de junta não se consegue
tirar conclusões sobre o benefício de um método sobre o outro.
Por fim, no método exato foi considerada o ganho kv = 1,3 utilizado na Equa-
ção (5.28). No método aproximado foi considerado W0 = 100 na Equação (5.59), e
considerou-se um intervalo de ativação dos ganhos antes dos limites de junta serem atin-
gidos τ igual a 10° para todas as juntas.
No caso dos valores anteriormente enunciados, τ foi completamente arbitrário. No
entanto, os ganhos utilizados foram ligeiramente ajustados, isto é, apesar de não ter
sido feito um estudo exaustivo, estes foram aumentados o máximo possível antes de
o manipulador se tornar instável, ou seja, as velocidades se tornarem excessivamente
elevadas levando a que a integração numérica do cálculo das posições de junta fornece-se
valores disparatados.
6.6 Comparação dos Modelos com 4 e 7 Graus de Liberdade
Na secção anterior foram comparados os dois métodos de resolução das redundâncias
apresentados neste trabalho, tendo para isso sido utilizado um modelo de um manipulador
série com 7 graus de liberdade. O objetivo desta secção será agora comparar o modelo
com 7 graus de liberdade com o modelo de 4 graus de liberdade, modelo este mais
comummente encontrado nos protótipos de humanoides.
Nesta análise houve a necessidade de escolher um de entre os métodos utilizados,
tendo-se optado pelo método aproximado. Uma vez que o método selecionado teria de
ser utilizado obrigatoriamente na Sub-secção 6.6.3, pois foi o único método para o qual se
desenvolveu um algoritmo para evitar obstáculos, optou-se assim por utilizar o método
aproximado em toda a secção.
Deste modo, vão ser testados todos os percursos descritos na Secção 6.3, mas utili-
zando diferentes tarefas secundárias, desde o movimento simples, isto é sem nenhuma
tarefa adicional, passando pelo movimento invitando limites de junta, ao movimento
evitando um dado obstáculo.
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6.6.1 Movimento simples
Iniciou-se o estudo dos dois modelos pelo movimento de circundação. Como se pode
verificar na Figura 6.6, os 3 graus de liberdade adicionais trazem um contributo para o
movimento, mesmo sem a utilização de tarefas adicionais. Nesta Figura encontra-se a
representação do braço direito.
Na Figura 6.6 (a) pode-se ver a representação do braço com 4 graus de liberdade, e
na Figura 6.6 (b) o braço com 7 graus de liberdade. A sigla Dof que aparece na legenda
significa graus de liberdade (do inglês, Degree of fredom).
(a) Vista em perspectiva - 4 Dof (b) Vista em perspectiva - 7 Dof
Figura 6.6: Representação do movimento de circundação.
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Figura 6.7: Circundação com movimento simples - comparação de modelos.
Nestas figuras é representada a evolução da configuração dos braços através da re-
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presentação de algumas configurações intermédias. Os pontinhos vermelhos representam
as coordenadas da origem do referêncial local da extremidade no referencial global, e os
pontos azuis representam as coordenadas do cotovelo.
Pode-se então verificar na Figura 6.6 uma reta de aproximação para o percurso em
estudo como referido na Secção 6.3. A castanho é ainda representado o elipsoide de ma-
nipulabilidade, cuja forma não é muito percetível na Figura 6.6, pelo braço se encontrar
próximo de uma singularidade, fazendo que o elipsoide se encontre achatado.
Como seria de esperar, mais graus de liberdade conduzem a uma maior manipulabi-
lidade, e consequentemente uma maior manipulabilidade direcional. Este fato pode ser
comprovado pela representação do elipsoide de manipulabilidade da Figura 6.6, em que
além se verificar a considerável diferença da dimensão dos elipsoides, se verifica que no
caso em estudo o elipsoide cresceu particularmente numa direção perpendicular ao braço,
tornando-se mais achatado para o braço com 7 graus de liberdade, o que se reflete num
fator de forma inferior.
É também destacável uma norma das velocidades de junta inferior para o modelo
com 7 graus de liberdade.
6.6.2 Movimento evitando os limites de junta
Segue-se a comparação entre os dois modelos, mas utilizando agora o algoritmo para
evitar limites de junta. O primeiro percurso testado foi a elevação do braço como se
pode ver pela representação da Figura 6.8.
(a) Vista de cima - simples (b) Vista em perspectiva - simples
(c) Vista de cima - limites de junta (d) Vista em perspectiva - limites de junta
Figura 6.8: Representação do movimento de elevação do braço direito.
Na Figura 6.8 são representadas as configurações para o modelo com 7 graus de
liberdade nos casos da não utilização de tarefas adicionais e da utilização do algoritmo
para evitar limites de junta. Pode-se então comprovar, que no segundo caso são obtidas
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configurações bem mais anatómicas.
Analisando os resultados da elevação do braço direito (Figura 6.9), as conclusões a
tirar são semelhantes às tiradas para o movimento simples, ou seja, a medida de mani-
pulabilidade e a manipulabilidade direcional são superiores para o modelo com 7 graus
de liberdade, e em geral a norma euclidiana das velocidades de junta é superior para o
modelo com 4 graus de liberdade.
Nenhum dos modelos cumpre criteriosamente os limites de junta, mas verifica-se
que o modelo com 7 graus de liberdade não apresenta um desvio tão significativo. É
importante aqui frisar que não está a ser tido em conta nenhum algoritmo que evite o
tronco do humanoide, pelo que em ambos os modelos, o braço adota configurações que
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Figura 6.9: Elevação do braço direito com movimento evitando limites de junta - com-
paração de modelos.
Os resultados obtidos do contorno do corpo evitando limites de junta vêm mais uma
vez confirmar os resultados obtidos até aqui, como se pode verificar pela Figura 6.10.
Um fato interessante a salientar, é o fator de forma ser geralmente superior para
o modelo com menos graus de liberdade, o que poderá indicar que o crescimento do
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Figura 6.10: Contorno do tronco evitando limites de junta - comparação de modelos.
elipsoide devido ao aumento no numero de graus de liberdade se dê principalmente em
determinadas direções em detrimento de outras. Este fato poderia num estudo mais
detalhado merecer mais alguma atenção.
6.6.3 Movimento evitando um obstáculo
Nesta sub-secção pretende-se testar algoritmos para evitar obstáculos. Uma vez que este
algoritmo foi desenvolvido para que os elos não transpassem o obstáculo, este deverá
ser colocado numa localização em que a extremidade não o atravesse. Das trajetórias
definidas na Secção 6.3 a mais indicada, dados os constrangimentos aqui referidos, é o
contorno do corpo.
Foi então colocada uma esfera na parte de trás do humanoide, como se pode ver na
Figura 6.11 para o caso do modelo com 7 graus de liberdade.
Nesta simulação foram utilizados em simultâneo os algoritmos para evitar os limites
de junta e para evitar o obstáculo. Isto é feito sobrepondo os Jacobianos das tarefas
adicionais num só Jacobiano, uma vez que cada linha deste Jacobiano representa uma
90 Capítulo 6. Comparação de Modelos e Algoritmos
(a) Vista de frente - 7 dof (b) Vista do lado direito - 7 Dof
(c) Vista de cima - 7 dof (d) Vista em perspectiva - 7 dof
Figura 6.11: Representação do movimento de contorno do tronco com um obstáculo.
tarefa adicional. Relativamente à matriz diagonal de ganhos Wc, esta é formada pelas
matrizes diagonais de ganho das tarefas secundárias, de forma a que a sua dimensão k é
igual ao número de linhas do Jacobiano da tarefa secundária.
Esta junção de tarefas secundárias torna-se particularmente simples quando se utiliza
o método aproximado de resolução de redundâncias. Os ganhos utilizados em ambas as
tarefas foram de 100. Mais uma vez este valor não beneficiou de um estudo muito
intensivo, apenas um pequeno ajuste para que o manipulador não se tornasse instável.
Na Figura 6.12 encontram-se os resultados resultantes da simulação descrita. Mais
uma vez em termos qualitativos, estes só vêm confirmar tudo o que foi dito nas anteriores
sub-secções. No entanto, o gráfico da norma do vetor das velocidades de junta merece
um olhar mais atento.
Pode-se verificar que a norma das velocidades de junta sofre algumas descontinuidades
ao longo da sua evolução. Como foi referido na Sub-secção 5.8.3, a tarefa para evitar
obstáculos encontra-se inativa quando o manipulador se movimenta livremente, e é ativa
quando um dos elos atinge o obstáculo. No gráfico da norma das velocidade de junta foi
também representado um gráfico de barras que indica quando é que o a tarefa para evitar
o obstáculo se encontra ativa, ou seja, quando é que o braço se encontra em contacto
com a esfera de influência.
De facto, verifica-se que é nas transições entre ativação e desativação da tarefa secun-
dária que surgem as descontinuidades na velocidade. Isto acontece, porque a transição
de estado é feita de forma abrupta e não por via de uma função contínua, como se pode
verificar pela Equação (5.71).
Outro reparo que merece ser feito é o fato do manipulador com 4 graus de liber-
dade não conseguir evitar este obstáculo com facilidade, sendo evidenciado pelo pico da
velocidade de juntas e pela completa ultrapassagem dos limites de junta.
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Figura 6.12: Contorno do tronco evitando limites de junta e obstáculos - comparação de
modelos.
Embora este algoritmo para evitar um dado obstáculo seja interessante, é fortemente
limitado. Primeiro, porque conduz a sérias limitações quando são requeridas geometrias
mais complexas, como por exemplo a representação do tronco. Em segundo, num ponto
de vista de aplicação, este não nos fornece uma medida da força de contacto, que permita
num estagio mais avançado aplicá-lo à manipulação de objetos.
6.7 Comparação dos Algoritmos de Maximização dos Cri-
térios de Manipulabilidade
Nesta secção pretende-se testar e comparar os dois algoritmos deduzidos neste trabalho,
a maximização da manipulabilidade deduzido na Sub-secção 5.7.3, e a maximização da
manipulabilidade direcional deduzido na Sub-secção 5.7.4.
Estes algoritmos fazem uso do método exato de resolução de redundâncias, mais
propriamente do espaço nulo do Jacobiano. Assim, como forma de calibrar o ganho kv
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utilizado na Equação (5.24), pode-se fazer umas simulações fazendo apenas uso do espaço
nulo, isto é, a extremidade é mantida fixa numa dada coordenada e a configuração do
braço é alterada por via dos algoritmos para a maximização de um dado critério.
Desta forma, é possível obter a configuração que melhor cumpre uma dada tarefa
secundária, e se o ganho kv for variado para diferentes testes, pode-se obter um resposta
gráfica indicativa da influência de kv na rapidez em que a tarefa secundária é executada.
O procedimento explicado anteriormente foi então aplicado para obter um ganho mais
satisfatório para a maximização na manipulabilidade e maximização da manipulabilidade


















































kv = 2 × 10−3
kv = 10
−2
Figura 6.13: Obtenção de kv para a maximização da manipulabilidade e manipulabilidade
direcional.
Os valores selecionados foram kv = 2×10−9 para a maximização da manipulabilidade
e kv = 10−3 para a maximização da manipulabilidade direcional, isto porque representam
uma evolução rápida da tarefa secundária sem ser demasiado abrupta, o que leva sempre
a maiores velocidades de junta, e possíveis instabilidades.
Nos gráficos da Figura 6.14 encontra-se a evolução dos diferentes critérios selecionados
na Secção 6.4 para os dois algoritmos em estudo nesta secção e para o movimento da
elevação do braço, já na Figura 6.15 é possível visualizar a mesma evolução mas para o
movimento de contorno do tronco.
Nos gráficos das figuras 6.14 e 6.15 foram também acrescentadas as curvas para os
movimentos, mas sem a execução de nenhuma tarefa adicional, curvas estas designadas
nas legendas por Simples. Já as curvas que representam a maximização da manipulabili-
dade estão legendadas como w, e por fim, as curvas da maximização da manipulabilidade
direcional são representadas por wd.
A análise dos resultados dos dois percursos poderá ser feita em simultâneo devido à
relativa consistência dos resultados. Assim, pode-se por exemplo verificar que o algoritmo
de maximização da manipulabilidade obteve configurações com maior manipulabilidade
que qualquer um dos outros algoritmos, aumentando em ambos os casos como consequên-
cia a manipulabilidade direcional.
O algoritmo da maximização da manipulabilidade direcional, apesar de claramente
obter uma maior manipulabilidade direcional que os outros algoritmos, este não consti-
tuiu um consequente aumento da medida de manipulabilidade. Além disso, o aumento
da manipulabilidade direcional resultou geralmente numa diminuição do fator de forma.
Dum ponto de vista mais energético, a maximização da manipulabilidade resulta
sempre num ligeiro aumento da norma das velocidades de junta, fato este já esperado,
6.7. Comparação dos Algoritmos de Maximização dos Critérios de Manipulabilidade 93
porque no movimento simples, a configuração é selecionada de forma a minimizar este
critério.
Já a maximização da manipulabilidade direcional resulta num enorme aumento da
norma do vetor das velocidade de junta, como se pode comprovar nas sub-figuras 6.14(c)
e 6.15(c), o que poderá indicar que este algoritmo não será muito apropriado em termos
de uma utilização energeticamente eficiente.
De facto, as animações do movimento mostram que na situação da maximização da
manipulabilidade direcional, as juntas movimentam-se muito mais para obter as mesmas
posições. Esse maior movimento está patente na elevada ultrapassagem dos limites de
junta.
É importante salientar que nenhuma das simulações desta secção foi feita tendo em
consideração os limites de junta e o tronco do humanoide, mas a condução por parte
destes algoritmos a configurações pouco anatómicas são um indício que, provavelmente,
não serão os melhores critérios a ter em conta na resolução das redundâncias de um
humanoide, pois levam a configurações não anatómicas e gastos energéticos superiores,
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Figura 6.14: Elevação do braço direito - comparação de algoritmos de maximização.
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Figura 6.15: Contorno do tronco - comparação de algoritmos de maximização.
6.8 Estudo do Espaço de Trabalho
Nesta secção pretende-se estudar um pouco o espaço de trabalho dos manipuladores, e
compreender de que forma alguns dos índices utilizados até aqui variam ao longo do
mesmo. Os dois índices ou parâmetros que serão analisados ao longo do espaço de
trabalho, serão a manipulabilidade máxima e o fator de forma máximo. Mais adiante
será explicado como foram obtidos para os diversos pontos do espaço de trabalho.
É certo que uma representação tridimensional não é a forma mais clara para analisar
quantitativamente um dado parâmetro, mas numa análise qualitativa esta é a que mais
facilmente apresenta informação num espaço tridimensional. Assim, de forma a tornar a
visualização mais clara, a distinção dos valores a serem analisados é feita através de uma
escala de cor, em que o vermelho representa um valor muito elevado, e azul um valor
muito baixo, e toda a gradação de cores entre essas duas representa valores intermédios.
Além da utilização de cores, só são representados certos planos do espaço, de modo a
facilitar a visualização espacial.
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Na Figura 6.16 encontra-se um conjunto de vistas que ajudam a analisar a forma como
a manipulabilidade máxima varia ao longo do espaço de trabalho. Assim, na Sub-figura
6.16(d) encontra-se uma vista em perspectiva da gradação da manipulabilidade máxima
em vários planos do espaço, pois se apenas fosse apresentada uma nuvem de pontos,
seria impossível tirar qualquer leitura, mesmo que qualitativa. Nas restantes sub-figuras
é representada a gradação da manipulabilidade máxima, mas nos planos coordenados,
isto é, nos planos x = 0, y = 0, e z = 0.
No entanto, as vistas da Figura 6.16 poderão ser enganadoras, pois estas apenas
servem para mostrar a variação ao longo desse plano. Como o valor mais elevado do
conjunto de dados a ser analisado toma a cor vermelha, pode aparentar que a mani-
pulabilidade máxima de cada um dos planos coordenados é mais ou menos equivalente,
uma vez que o vermelho se encontra presente em todas as vistas, o que pela vista em
perspectiva se consegue ver que não é verdade, ou seja, o vermelho apenas representa o
valor mais elevado de manipulabilidade para a respetiva vista.
(a) Vista frontal (b) Vista lateral
(c) Vista de cima (d) Vista em perspectiva
Figura 6.16: Vistas da gradação da manipulabilidade máxima nos planos coordenados
para o manipulador com 7 graus de liberdade.
Da Figura 6.16, já se pode depreender que a zona de maior manipulabilidade é parte
direita inferior do manipulador. Nas figuras 6.17(a) e 6.18(a), encontra-se a gradação da
manipulabilidade máxima para os manipuladores com 7 e 4 graus de liberdade, respeti-
vamente. Já nas figuras 6.17(b) e 6.18(b), pode-se analisar a gradação do fator de forma
máximo para os manipuladores com 7 e 4 graus de liberdade, respetivamente.
O motivo pelo qual até aqui se tem referido a manipulabilidade e fator de forma
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(a) Manipulabilidade máxima (b) Fator de forma máximo
Figura 6.17: Espaço de trabalho anatómico para o manipulador com 7 graus de liberdade.
máximos é porque, sendo estes manipuladores redundantes, para um mesmo ponto do
espaço operacional, existe um conjunto infinito de configurações, e consequentemente
um conjunto infinito de valores de manipulabilidade e fator de forma. Desta forma, para
cada ponto do espaço operacional encontram-se representados os valores máximos de
manipulabilidade e fator de forma.
Teve então de se encontrar um procedimento para calcular os valores máximos de
manipulabilidade e fator de forma para cada ponto do espaço operacional. Uma das
soluções, no caso da manipulabilidade, seria conduzir a extremidade do manipulador ao
ponto de análise, e posteriormente fazer uso do espaço nulo do Jacobiano para maximizar
a manipulabilidade. Apesar de ser uma metodologia correta, esta tem uma falha, porque
como se verificou na Secção 6.7, esta maximização conduziria em muitas situações a
configurações que não respeitariam os limites de junta.
Assim, a metodologia utilizada trata-se apenas de uma aproximação de forma a se
obter aproximadamente os valores máximos de manipulabilidade e fator de forma para
os vários pontos do espaço operacional. Foi então definida uma grelha no espaço (com
20 mm de espaçamento), em que cada ponto dessa grelha representará aproximadamente
a porção do espaço definido por um cubo, cujas arestas têm a mesma dimensão que os
espaçamentos da grelha definida.
De seguida, foi selecionado um ∆θ (2° no caso do modelo com 4 graus de liberdade
e 10° no caso do modelo com 7 graus de liberdade). Fez-se então com que as juntas
percorressem um conjunto finito de ângulos espaçados de ∆θ, dentro dos seus limites.
A combinação entre os diferentes ângulos percorridos por cada junta forneceu assim
um conjunto de configurações que cobriram quase por completo o espaço de trabalho
operacional.
Assim, para descobrir a manipulabilidade máxima de um dado ponto da grelha, bas-
tou escolher a configuração cuja manipulabilidade fosse a mais elevada do conjunto de
configurações, para as quais a cinemática direta fornecesse um ponto do espaço de tra-
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(a) Manipulabilidade máxima (b) Fator de forma máximo
Figura 6.18: Espaço de trabalho anatómico para o manipulador com 4 graus de liberdade.
balho muito próximo desse ponto da grelha (mais particularmente dentro do cubo de
influência desse ponto). Considerou-se então que a manipulabilidade máxima de um
ponto do espaço é aproximadamente igual à manipulabilidade máxima de um ponto nas
suas vizinhanças.
A aproximação feita será razoavelmente válida se a grelha escolhida for consideravel-
mente fina. Os resultados derivados do processo aqui descrito permitiram assim tecer
algumas conclusões acerca do espaço de trabalho.
Por exemplo, da Figura 6.17(b) conclui-se que o fator de forma é mais elevado no
interior do espaço de trabalho, e vai reduzindo gradualmente à medida que se aproxima
da superfície que o limita. No limite, junto à superfície que limita o espaço de trabalho,
o fator de forma será nulo, pois nos limites do espaço de trabalho o manipulador torna-
se singular e o elipsoide fica completamente achatado, perdendo por completo o seu
volume, o que fisicamente significa que o manipulador não é mais capaz de se movimentar
numa dada direção. Na Figura 6.17(a) verifica-se que a manipulabilidade é reduzida na
superfície que limita o espaço de trabalho.
Na Figura 6.18(a) o espaço de trabalho é cortado em determinadas zonas onde a
manipulabilidade é elevada, isto porque esses limites do espaço e trabalho não são con-
dicionados por situações singulares, mas sim pela imposição de limites de junta. Por
comparação das figuras 6.17 e 6.18 verifica-se, desde já, que o modelo com 4 graus de
liberdade terá uma redução significativa do volume de trabalho. Uma vez que se poderia
argumentar que esta redução do volume de trabalho se deveria simplesmente a existir
uma restrição dos limites de junta e não propriamente ao manipulador em si, e que
num manipulador real os limites de junta poderiam ser alargados, foi aqui considerado
um terceiro manipulador com 4 graus de liberdade, mas que os limites da junta gleno-
umeral correspondem às amplitudes passíveis de ser efetuadas pelo ombro completo e
não somente pela articulação gleno-umeral.
Considerem-se então os valores da Tabela 6.6 como os limites de junta para o novo
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modelo com 4 graus de liberdade - espaço alargado.
Tabela 6.6: Amplitudes anatómicas das variáveis de junta para o manipulador com 4
graus de liberdade: espaço alargado.
Variáveis Designação Amplitude (graus)
θ1 abdução e adução do braço [-45 180]
θ2 flexão e extensão do braço [-150 180]
θ3 rotação lateral e medial do braço [-90 90]
θ4 flexão e extensão do cotovelo [0 145]
Pode-se então representar a gradação dos valores máximos de manipulabilidade e
fator de forma nas figuras 6.19(a) e 6.19(a), respetivamente.
(a) Manipulabilidade máxima (b) Fator de forma máximo
Figura 6.19: Espaço de trabalho alargado para o manipulador com 4 graus de liberdade.
A grande diferença deste novo espaço de trabalho para o do modelo com 4 graus de
liberdade simples, é o fato de este não se encontrar fortemente restringido, uma vez que
ao nível da variação da manipulabilidade e fator de forma máximos, estes serem muito
semelhantes, como seria de esperar. Pode-se então agora verificar, que no modelo com 7
graus de liberdade, a zona de manipulabilidade máxima é mais restrita, ao contrário do
manipulador com 4 graus de liberdade, para o qual a zona do espaço de trabalho com
maior manipulabilidade quase que parece uma cúpula esférica em torno do centro. Isto é,
no caso do modelo com 4 graus de liberdade, o espaço de trabalho é muito mais uniforme,
ou seja, cinematicamente será equivalente o manipulador aceder a uma zona superior ou
inferior do seu espaço de trabalho, o que já não acontece no caso do manipulador com 7
graus de liberdade.
Já em relação ao fator de forma, se se considerar que o seu valor máximo e mínimo
sejam sensivelmente iguais para ambos os modelos, verifica-se então, através da gradação
de cores, que este é ligeiramente superior para o modelo com 4 graus de liberdade.
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Por fim, na Tabela 6.7, estão listados os valores de manipulabilidade máxima e mi-
nima, fator de forma máximo e mínimo e volume de trabalho para os diferentes modelos.
O volume de trabalho foi obtido, calculando o número de pontos da grelha que são al-
cançáveis, e multiplicando pelo volume do espaço de trabalho que cada um desses pontos
representa.
Como se pode verificar, o valor máximo de manipulabilidade para o modelo com 7
graus de liberdade é bastante superior ao modelo com 4 graus de liberdade. O volume
de trabalho do modelo com 7 graus de liberdade é também consideravelmente superior,
mesmo relativamente ao modelo de 4 graus de liberdade com espaço de trabalho alargado.
Em relação aos valores mínimos e máximos do fator de forma, estes são sensivelmente
semelhantes em todos os modelos.
O facto da manipulabilidade mínima ser nula para o modelo com 4 graus de liberdade
e não o ser para o modelo com 7 graus de liberdade, só significa que como no caso dos
7 graus de liberdade se utilizou um incremento para a variação por junta muito mais
elevado, o braço nunca chegou a atingir nenhuma situação de singularidade. Como
será facilmente compreensível, em situações de singularidade a manipulabilidade para o
modelo com 7 graus de liberdade será também nula.
Tabela 6.7: Comparação do espaço de trabalho para os diferentes manipuladores.
7 Dof 4 Dof alargado 4 Dof
wmin [mm/rad]
3 2,3013× 106 0 0
wmax [mm/rad]3 1,3635× 108 4,5967× 107 4,5967× 107
fmin 0,0059 0 0
fmax 0,9977 0,99837 0,9837
V olume [m3] 1,2294 0,9268 0,482
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Capítulo 7
Considerações Finais
Realiza-se uma análise global e sumária aos resultados obtidos. Tecem-se algumas
considerações gerais acerca do trabalho e, por fim, apresenta-se um conjunto de
possíveis caminhos a serem seguidos no futuro.
7.1 Análise de Resultados
Ao longo do documento foram feitas as análises de resultados à medida que estes eram
obtidos através das simulações. Aqui apenas se pretende destacar as conclusões mais
importantes das simulações efetuadas ao longo deste trabalho.
A primeira conclusão, e também a mais clara, é que as redundâncias, apesar de aumen-
tarem a complexidade mecânica de um manipulador, permitem uma forma privilegiada
de lidar com as singularidades, isto é, para o caso de manipuladores não redundantes
existem pontos dentro do espaço de trabalho, para os quais as únicas configurações cor-
respondentes a esses pontos são configurações singulares.
No entanto, a complexidade do tratamento matemático também aumenta para os
casos de manipuladores redundantes, pois deixa de existir uma correspondência unívoca
entre as variáveis operacionais e as variáveis de junta, passando a ter de se obter a posição
por via da integração das velocidades, que são obtidas a partir de uma configuração inicial
e com algum critério adicional em virtude de o número de equações ser superior ao número
de incógnitas.
Em relação aos métodos utilizados para a resolução de redundâncias, o método da
pseudo-inversa do Jacobiano constitui um método muito interessante. Além da sua sim-
plicidade de utilização, o conceito de espaço nulo subjacente a este método é também
um conceito bastante inteligível, e facilmente utilizável para diferentes critérios que se
pretenda testar, como foi o caso da maximização da manipulabilidade e maximização da
manipulabilidade direcional, em que apenas bastou definir uma função custo e derivá-la
relativamente às variáveis de junta.
Já o método do controlo da configuração revelou ser bastante proveitoso, princi-
palmente relativamente a dois aspectos: o facto da componente que deriva das tarefas
adicionais estar sujeita às velocidades da extremidade, permitindo que as velocidades
iniciais e finais de junta sejam sempre nulas, o que não acontece no método exato; e a
facilidade com que se concilia um conjunto de critérios diferentes, tais como por exemplo
evitar os limites de junta e obstáculos.
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Relativamente aos limites de junta, ambos os métodos falham por permitirem que
estes sejam ultrapassados, aplicando apenas ganhos que penalizam este evento. Seria
portanto recomendado a utilização de um algoritmo que de facto impedisse que os limites
fossem transpostos, tal como acontece num sistema físico.
Já em relação ao algoritmo para evitar um obstáculo, considera-se que a via utilizada,
apesar de funcionar relativamente bem, também não é a mais indicada. Aqui ter-se-á de
utilizar algoritmos mais avançados ao nível do controlo força e aprendizagem, de modo
a que o manipulador possa lidar com obstáculos mais complexos, como por exemplo o
corpo, ou inclusive objetos a serem manipulados.
O critério da maximização da manipulabilidade direcional não provou ser muito in-
dicado para a implementação em braços humanoides, podendo talvez ser aplicado em
utilizações muito específicas onde se pretenda aumentar a velocidade numa dada direção.
Já o critério da manipulabilidade mostrou ser muito interessante no estudo do espaço de
trabalho, mas como critério para o cálculo das velocidades de junta, também não provou
trazer significativas vantagens.
Chama-se a atenção que os algoritmos de maximização, utilizados ao longo do pre-
sente trabalho, apenas obtêm soluções locais e não globais.
Por fim, a adição de mais três graus de liberdade por via do mecanismo paralelo,
tem como desvantagens o aumento da complexidade mecânica do braço robótico, e con-
sequente aumento do custo, e como vantagens a facilidade em evitar situações de singu-
laridade, o facto de se poderem utilizar os graus de liberdade extra para a execução de
tarefas adicionais como as que foram estudadas neste trabalho, ou até outras, o aumento
do espaço de trabalho, e o aumento da manipulabilidade máxima dentro desse espaço de
trabalho.
7.2 Conclusões Gerais
Começa-se esta secção por referir que este tratou-se de um estudo puramente cinemático.
De facto, ao nível dinâmico haveria muitos outros estudos que poderiam ser realizados.
Foram ao longo deste trabalho referidas algumas questões de grande relevância do ponto
vista cinemático, tais como a geometria, as singularidades, o Jacobiano, a manipulabili-
dade e a norma das velocidades de junta.
Relativamente aos manipuladores série, foi apresentado e deduzido um conjunto de
algoritmos muito interessantes, sendo que se provou que alguns destes não seriam os mais
indicados e que outros necessitariam de pequenos ajustes. Foi aqui deixada já uma ampla
gama de algoritmos cinemáticos, que poderão constituir um bom ponto de partida para
estudos mais avançados sobre a cinemática, e inclusive a dinâmica de manipuladores.
Ao nível do modelo paralelo, do ponto de vista do trabalho sobre manipuladores
paralelos desenvolvido no Departamento até ao momento, este trabalho poderá ser um
importante contributo, no entanto ainda muito há para fazer. Questões como as singula-
ridades e a dinâmica do modelo paralelo, são questões muito interessantes a serem tidas
em conta em trabalhos futuros.
Numa análise mais geral, este foi um trabalho teórico, maioritariamente de desenvol-
vimento de algoritmos, e teste dos mesmos através da simulação em MatLab, simulações
estas de grande importância antes da realização de qualquer modelo físico.
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7.3 Trabalhos Futuros
“This is not the end. It is not even the beginning of the end.
But it is, perhaps, the end of the beginning.”
Winston Churchill
(30 de Novembro de 1874 – 24 de Janeiro de 1965)
Como se pode concluir da citação acima transcrita, este trabalho só poderá ser en-
carado como um início, pelo que fica mais por fazer do que aquilo que foi feito. Nesta
secção, pretende-se portanto indicar alguns dos caminhos e trabalhos que poderão pre-
ceder este, sendo que qualquer trabalho que possa vir a ser realizado sobre robótica, vai
sempre ter como resultado mais trabalho por fazer do que o realmente feito.
De seguida indica-se então uma lista de possíveis trabalhos futuros:
• Estudo mais pormenorizado do sistema paralelo proposto para o ombro. Seria
interessante tornar o sistema redundante, aumentando por exemplo o número de
cilindros, e utilizar essa redundância para evitar singularidades. Outro estudo
também de alguma relevância, seria provar que um sistema paralelo é de facto
melhor que um sistema série para simular o movimento do ombro, uma vez que neste
trabalho apenas foram mencionadas algumas vantagens qualitativas. Finalmente,
desenvolver um modelo dinâmico do sistema do ombro, para o estudo detalhado
sobre as forças e acelerações.
• Estudo de formas de atuação que possibilitem a construção de um protótipo do
ombro. Quais os atuadores mais indicados e de que forma é que poderiam ser
efetuados os movimentos lineares.
• Estudo e desenvolvimento de formas de atuação alternativas, que visem imitar o
funcionamento dos músculos. Aqui existem diversos caminhos que poderiam ser
seguidos, desde da transmissão de movimentos rotativos de motores comuns para
movimentos lineares, à utilização de atuadores magnéticos lineares ou atuadores
pneumáticos, até à criação de músculos artificiais, isto é, utilização de materiais
que por via de algum estímulo, corrente elétrica ou reação química, tenham a
capacidade de contrair e/ou estender.
• Desenvolvimento de um modelo dinâmico para o braço completo. Um modelo
dinâmico do braço completo possibilitaria um conjunto alargado de novos testes e
simulações que poderiam ser realizados, e abriria também a porta a iniciar-se um
estudo sobre o controlo do braço.
• Projeto mecânico e construção de protótipo, após a realização de uma série de
simulações, para validação dos modelos e algoritmos desenvolvidos. Para isso, seria
necessário investigar os atuadores, sistemas de transmissão, componentes elétricos
e pormenores construtivos.
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